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Cho hinh chóp đều 
SABCD có Cạnh đáy 
bằng a, cạnh bên bằng 

b. 

Khí đó: 


cC \j4b : - 2a : 



Cho hình 

chóp đêu SABCD CÓ Cạnh đáy 

bằng a, cạnh bên bằng aVẽ- Thế tích khối 

chóp là: 


A.*ff 

B. a 

3 

2 

c ayl 2 

D. 


SjíBCD 


_ -^ 4 (*/ 5 ) - 
6 


2 


a’y/2 


.0 


Cho hinh chóp đêu 
SABCD có Cạnh đáy 
bằng a, góc giữa Cạnh 
bên và mặt đáy bằng a . 
Khí đó: 


« 3 V 2 


5 AMD 


tan a 



Cho hinh chóp đêu S.ABCD có Cạnh đáy 
bằng a , góc giữa Cạnh bên và mặt đáy bằng 


6Ũ C . Thểtich khôi 

chóp là: 

A. 

B. ‘ 3 ^ 

6 

6 

£ a 3 Vẽ 

D. 

3 

6 

V nftrf) _a 3 V6 

'SABCD 0 w 

6 


•0 


Cho hinh chóp đêu 
SABCD có Cạnh đáy 
bằng a, góc giữa mặt 
bên và mặt đáy bằng a . 


Khí đó: 


ABCD 0 a 



Cho hình chóp đêu SABCD có cạnh đáy 
bằng aj2 , góc giữa mặt bên vả mặt đáy 
bằng 45°. Thếtích khối chóp là: 


A.-’f 

B.-’ 75 

3 

6 

£ « 3 V2 

D. a3y ^ 

3 

6 

V -H * 5 )' 

tan45°- fl3> ^ 

v S ABCD 0 

3 


•0 


Cho hình chóp đêu 
S.ABCD có cạnh bên 
bằng b, góc giũa mặt 
bên và mặt đáy bằng a . 
Khí đó: 


V 

4<I 3 tan a 

SABCD 

3 

^2 + tan 3 a) 3 



Cho hình chóp đêu S.ABCD có cạnh bên 
bằng «v3, góc giữa mặt bên và mặt đáy 
bằng 4S 3 . Thếtích khối chóp là: 


A. 

a 3 

B.* 


3 

3 

c. 

« 3 V2 

4a 3 

D. — 

3 

3 

V* M 

4(aV3) 3 

ỈCD “ Ị - 

180 45? 

v3 


https://www. facebook.com/thayhoanghai/7f ref=ts 
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Cho hình chóp đêu 
SABCD có Cạnh đáy 
bằng a và góc ở đáy của 
mặt bên bằng a với 


“ s| ?i 


« 3 Vtan 2 a-1 



Cho h inh chóp đêu SABCD có Cạnh đáy 
bằng a, góc giữa mặt bên vá mặt đáy bằng 
60 3 . Thếtich khối chóp là: 

« 3 V3 


A.ị 

6 


c. 


aU 2 


B. 

D. 


6 

« 3 V2 


S.ABCD 


5 3 

_ a 3 Vtan 2 60“ -1 _ ay/2 £Ị 

6 6 


Cho hình chóp SABC 
có ba mặt phẳng (SAB ), 
(. SAC ), (SBC) đôi một 

vuông góc và có diện 
tích lân lượt là s, ,S 2 ,Sj 

Khí đó: 



Cho hình chóp SABC có ba mặt phăng 
(SAB), (SAC), (SBC) đôi một vuông góc và 
diện tích cúa các tam giác SAB,SBC,SCA lần 
lượt là 1 Scm 2 , 20 cm : và 12 cm 3 . Thếtích khối 
chóp là: 

A. 20sỈ2 B. 20 


' 5 ASC 


3 


c. 


2ữ\fĩ 


D. 


20n/2 


„ V2.15.20.12 /T I-T1 

V SAK = y 3 - = 2ữyf2=>\A\ 


Cho hình chóp SABC 
có SA.SB.SC đôi một 
vuông góc. Biẽt 

SA = a.SB =b,sc = c . 


Khí đó: 


1 

V SAtC = 



Cho hình chóp SABC có SA,SB,SC đôi một 
vuông góc. Biêt SA=5, SB = 4 và sc = 3. 
Thếtich khôi chóp là: 

A. 20 B. 10 

c. 30 D. 60 

Khí đó: V SjUC «15.4.3- 10=>@ 

6 


Cho hĩnh chóp SABC có SA.SB.SC đôi một vuông góc. 
Biêt AB = a,BC - b,CA-c . 



Cho hình chóp SABC có SA,SB,SC đôi một 
vuông góc. Biêt AB = <s/5,BC = VĨ3 và 

AC = Vĩõ. Thếtích khối chóp là: 

A. 2 B. 1 

c. 5 D. 10 

v 1 j (10+5-13)(5+13-10)(10+13-57 1=> gj 


V. ... = — 

v SASC 12 


! (« 2 +& 2 -c 2 )(« 2 +c 2 -t 2 )(ỉ> 2 +c 2 -a 2 ) 
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ÌL XẮC ĐỊNH TẰM VẢ BẢN KÍNH MẠT CÀU NGOẠI TĩấP HÌNH CHÓP 


1. Phương pháp chung. 

Bước 1: Xác dịnh tâm của da giác đáy: 

- Tam giác đêu: Giao của 3 đường hung tuyến 

- Tam giác vuông trung diêm của cạnh huỳên 

- tam giác thường: gúio của 3 đường hung hục (ít gặp) 


- Hình vuông, hìtứi chữ nhật: giao điểm 2 đường chéo. 

Bước 2: Kẻ (d) (]ua tíhn và vuông góc với đáy (trục của đáy). 

Bí tóc 3: Trong mặt ph/ing chứa cạnh bên và trục (d). Kẻ trung trực (A) của cạiứi bên, (a) cắt (d) ỚI thì I hì tâm 


của mìịt c'ẵu. 


2. Các mô hình thường gặp 


Mô hình 1: H ình chỏp đêu SABC 



+) Ưu tiên tính R = SI 
+) Công thức: SNSA = SISH 

Mô hình 3: Hình chóp S.ABC có SAl(ABC),tam 
giác ABC vuông tại A. 


Mô hình 2: Hình chóp S.ABC có SAU ABC), tam 
giác ABC đêu. 



+) Ưu tiên tính R-AI 

+) Công thức: AI 2 = AN 2 +AH 2 

Mô hình 4: Hình chóp S.ABCD có SAl(ABCD), 

ABCD là hình vuông (hình chữ nhật). 


s 



+) Ưu tiên tính R = AI 
+) Công thức: AI 2 = AN 2 +AAI 2 


s 



+) Ưu tiên tính R = IS = IC 
+) Côn g th ức: SI = IC = ^ 
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Mô hình 5: Hình chóp đêu S.ABCD 

Mô hình 6: Hình chóp 

S.ABCD CÓ bSAB cân, 

s 

|Si4B)l(^lBCD), ABCD là hình vuông (hình chữ 


nhật). 


// \ X 

/1 ' YV\ 

/ ' v\' 

4 

/ỉ \ 'v 

/ Ả Á ; \ 

"7* —' 

-t - 

r 


// / 

/ * \ / 

/ 1 

/ 1 / \ 

/ ; 
1 s „ - ”0 

/ ✓ ^ " 

— 

\ •» **/ 

>\/ 

S í. 

í 4- 

"x 1 

+) ưu tiên tính R = SI 

+) ưu tiên tính R = SI 


+) Cóng thức: SNSD = SI so 

+) Công thức: /s 2 = JG 2 +SG 2 


III. DIỆN TÍCIỈ MẶT CÂU - THẺ TÍCIỈ KIỈỐI CẢU 

1. DIỆN TÍCH HÌNH TRÒN - HÌNH VIÊN PHÂN - HÌNH QUẠT TRÒN. 
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+) Mặt c'ãu (s) tăm I bán kính R, nội tiẽp hình lập phương 
ABCD.A'B'C'D' cạnh a. 

- Tâm I là trung điểm của AC' (Hoặc láy trung điểm của 
đoạn thang nôi tâm của 2 mặt đôỉ diện). 

- Bán kính R = ị 

2 

+) Gọi (S| ),(S 2 ) là mặt câu nội tiếp và ngoại tiếp hình lập 


phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Ta có: 
»* 4 |j3 4 _3 yỈ3 

V ' = ? R " r 3 ^vSỉ 9 


IV. MẶT NÓN - KHÔI NỎN 



https://www. facebook.com/thayhoanghai/7f ref=ts 
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4. Mặt câu ( s ) tâm I bán kính R , ngoại tiếp hhửi nón bán kính r dường 

. p h 2 + r 2 

2h 

A 

+) Trong cắc khói nón nội tiếp mặt câu (S) tám I, bán kinh không đôỉ R. 

Ị / 1 . \ \ 

Khôi nón có thể tích lớn nhât khi h = —R ,r = R . Khi đó v„ = — R 3 

3 3 n 81 

/ Jị \ 

' s 1 \ 

y ị« \J 

5. Mặt câu (s) tâm Ị , bán kính r nội tiếp trong mặt nón ịN) bán kính 

A 

R , dường cao h, dirờng sudi l . Ta có: 

l/\ 

+) Dụng tâm I : 


- Lây E e AC sao cho oc = EC 

/ 

- Qua E kè đường thắng vuông góc với AC và cắt AO tại ỉ thì l là tăm 

/c 1 K 

mặt cầu nội tiếp mặt nón (N) . 

+) Bán kinh măt câu ( s ): r = ^ 
v ’ Ỉ + R 



V. MẶT TRỤ - KHỎI TRỤ 

1. CÔNG THỨC Cơ BẢN 


+) V T = 7ĩR 2 h, s xẹ = 2ĩĩrh, = 2 nR(R + h) 

+) Thiêì diện vuông góc với trục là đường tròn bán kúửi R 
+) Thiêl diện chứa trục là hình chữ nhật ABCD diện tứh s = 2 Rh 
+) Thứl diện song song với trục là hhửi chíì nhật AEFD có khoáng cách 
giữa trục và thiêl diện là d (oo', AEFD ) = OI 


+) Gọi AB,CD là hai đường kính bát kì trên hai mặt đáy của hình trụ ta 

có: V AECD =ịAB.CD.OO'.S\nịAB í CD) 

6 

1 _ 

+) Đặc biệt: Nêu AB 1 CD ta có: V ABCD = ^ AB.CD.00 ’ 

6 


A ° n s 




https://www.facebook.com/thayhoanghai/?f ref=ts 
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+) A , B ĩân lượt là các điểm trên các đường tròn đáy cùa hình trụ ta có: 

- Góc giũa AB và trục oo': (AB ,00') = A'AB 

- Khoảng cách giữa AB và OO': d(AB,00') = 0'H 



+) Mặt câu ngoại tiếp khôi trụ có bán lánh đáy r và đuờtịg cao h có: 

\3 


r 2 + 


h 2 


Jĩ _ / , , v 4 

R = f + 1 J VàV KC=ị ĩĩ 

V / 

+) Trong các hình trụ nội tiêp mặt câu thỉ hình trụ có thiêl diện Ijua trục 
lớn tthâỉ khi r = —ệ- o R = rV 2 => h = r = - 7 L. Tức là ìđti đó thiêt 

2 Tỉ 

diện /à một ỉùnh vuông. 

+) Trong các hùửi trụ có đường cao h và hán kinh r nội tiếp mặt câu thì 
hình trụ có thê tích lớn nhâl khi h = 2 r : o h = rV 2 . 



+) Cho hình trụ (H) có bắn hình R và dường cao 2 R. (s) là mặt câu nội 
tiếp hình trụ (H) ta có: 

sjs) 2 

- ti sô'diện từh: - ‘ ! — = -z 

S,(H) 3 

V, 


- Ti SÔ’thê tích: 




v « 3 


/ R \ 

' -Ị--~ \ 

L '1 J 
-- ! -— 

^ o ^ 


Chú ý: 

1. Một hình trụ cớ diện tích toàn phân không ítôi s. Có thê tích lớn nhất khi và chi khi h = 2R = 



2. Một lrính tríI có thê tích không dối V. Có diện tích toàn phân nhó nhất khi h — 2 R — í-r 


Ễ 


https://www.facebook.com/thayhoanghai/?f ref=ts 
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VI. TỐNG HỢP CÔNG THỨC 

DIỆN TÍCH MẶT TRÒN XOAY-THỂ TÍCH KHỐI TRÒN XOAY 



https://www.facebook.com/thayhoanghai/?f ref=ts 
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TÓM TẮT LÝ THUYẾT VÀ GIAI NHANH TOÁN 12 


PHẦN 1. HÀM SỐ 

Sự ĐỔNG BIẾN NGHỊCH BIÊN CỦA HÀM số 

1. Định nghĩa 

Vx y x 2 € K,x : <x 2 ( K là khoảng hoặc đoạn hoặc n ủa khoang). 

Ị < f{x 2 ) => y = đồng biến trên K đồ thị đi lên từ trái sang phải. 
/(*. ) > / ( X, Ị => y = / Ị x) nghịch biến trên K đồ thị đi xuống từ trái sang phải. 
Chú ý: + Nếu /'(x)> 0. Vx e (o;6j => hàm số /( 2 :) đổng biên trên khoảng (a: b ) 

+ Nếu /'(*)< 0, Vxe(a;fr) => hàm số /(j) nghịch biến trên khoảng («; b ) 

+ Nểu f'(x) = 0, Vx e Ịo:6j => hàm sổ không đổi trên khoảng Ị a; b ) 

+ Nếu /Ịx) đổng biên trên khoảng Ịa;òj => f'ịx) ^ 0. Vx € Ịa 
+ Nếu /( 2 ;) nghịch biến trên khoảng Ịa:òỊ => /'( 3 ;) ^ 0,Vx e (a ò) 

2. Quy tắc và công thức tinh đạo hàm 

Quy tắc tính đạo hàm: Cho u - uịx) V - : c là hằng sô". 

Tông, hiệu: (u ± V Ị = u' ± v'. 


Tích: Ị ìivỊ = u' V + v' u =>(c u ) = C u' 


Th ương: 


u 


\ v 


u'.v- v' u 


, (y * 0) 


Đạo hàm hàm hợp: Nếu y = / («), 
Bảng công thức tính đạo hàm: 


=>Í£:j Cu ' 
l u ) - « 2 

u = u[x)=>y\ = y[u' x . 


Đạo hàm của hàm sơ cấp 

Đạo hàm của hàm hợp 

(ơ) = 0 (C là hằng sổ). 


x a ) = ax a ' } 

(x“)' = ax*-' 

í~ì =-ị(x*0) 

) X 

(r*)=-Lị x >0) 


w“Ị =a:u a ~ 1 .u' 

Ịsinxj =cosx 

ỊsinuỊ = u' cos u 

(cosx) = — sinx 


cosu) =— 
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Đạo hàm cấp 2 : 

+ Định nghĩa: /* (x) = [/' (x) J 

+ Ý nghĩa cơ học: Gia tốc tức thời của chuyển động s = /Ịí) tại thời điểm t ữ là: 


* Một sỏ' chủ v: 

• Nếu hàm sô f{ x ) và cùng đồng biến (nghịch biên) trên K thì hàm số 

/(*) + $(*) 

cũng đồng biến (nghịch biến) trên K. Tính chất này có thể không đúng đôi với hiệu 

/(*)-$(*)• 

• Nếu hàm sốfịxj và gỊx) là các hàm sô'dương và cùng đồng biến (nghịch biến) trên 
K thì hàm sô' fịz) ff(x) cũng đồng biến (nghịch biến) trên K. Tính chất này có thế 
không đúng khi các hàm sô' f(x) , không là các hàm sô' dương trên K. 

• Cho hàm sô' u = ĩỉịx), xác định với X € (a và tiỊx) 6 . Hàm sô' /[“«] 

cũng xác dịnh với xeỊa:i)Ị. 


Quy tắc xét tính đơn điệu của hàm sô. 

Giả sử hàm sô' / có đạo hàm trên K 

+ Nếu > 0 với mọi X e K và /'(">■) = 0 chỉ tại một sô'hữu hạn điểm X eK thì 

hàm sô' / đồng biến trên K. 

+ Nếu f'\x) < 0 với mọi X e K và /'(#) = 0 chỉ tại một sô' hữu hạn điểm X e K 
thì hàm sô' / nghịch biến trên K. 
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Chú ý: 

* Đôi với hàm phân thức hữu tỉ y = 
hàm ỳ không xảy ra. 


ax + b 

CX + d 


d 

xt- — — 
c 


\ 


thì dấu " = " khi xét dấu đạo 


Giả sử y = /(#) = ơx i + bx 2 + CX + d => /'(x) = ’3ax 2 + 2 bx + c 


Hàm sô' đồng biến trên R 


<=> 


f(x) ằ 0:Vĩ e i 


<=> 


a> 0 
A < 0 
a — 0 
6 = 0 

c > 0 


Hàm số nghịch biến trên R 

o < 0 
A < 0 
a — 0 
<6 = 0 
c < 0 


<=> 


f(x) ắO:VieK« 


Trường hợp 2 thì hệ sô' c khác 0 vì khi ữ = 6 = c = 0thì/(a;Ị = d 

(Đường thắng song song hoặc trùng vói trục Ox thì không đơn diệu) 


* Với dạng toán tìm tham sốm đế hàm sô'bậc ba đơn điệu một chiều trên khoảng có độ 
dài bằng l ta giải như sau: 

+ Bưóc 1 : Tính ý = /' (:r; mỊ = ax ■ + bx + c. 

+ Bước 2 : Hàm sô'đơn điệu trên ( :x ,) <=> y’ = 0 có 2 nghiệm phân biệt 

Í A>0 

(*) 




a ^ 0 


+ Bưóc 3 : Hàm sô đơn điệu trên khoảng có độ dài bằng l 

<=> |x, -x,| = / <=> (x, + x 2 Ỵ — 4* I a? ỉ = / 2 <=>s 2 — 4P = / 2 *Ị 

+ Bưóc 4 : Giải và giao với *Ị để suy ra giá trị m cần tìm. 


cực TRỊ HÀM SỐ 

1. Định nghĩa 

Giả sử hàm sô' f xác định trên tập K và x ữ e K. 

+ X 0 là điểm cực tiểu của hàm sô' / nếu tồn tại một khoảng (n;b) chứa x ữ sao cho 
(a;b) cK và f(x) > /(*„), V* e (a;ỏ) \ {* 0 }. 

Khi đó / (x 0 ) được gọi là giá trị cực tiểu của hàm sô'/. 

+ x 0 là điểm cực đại của hàm sô' / nếu tồn tại một khoảng Ịa:í)Ị chứa x Q sao cho 

(fl;h)cKvà /(x) </(x 0 ) ; Vx e (o:6)\Ịo; 0 Ị. 

Khi đó /(^ 0 ) được gọi là giá trị cực đại của hàm số/ . 

+ Điểm cực đại và điểm cực tiểu gọi chung là diêm cực trị. 

+ Giá trị cực đại và giá trị cực tiểu gọi chung là cực trị. 

+ Điểm cực đại và điểm cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị của hàm sô và điểm 
cực trị phải là một điểm trong tập hợp K. 


u.f_o.//vvvvvv.icn-c:L/v_/ui\.t-uiii/uicjyiiuaiigiiai/ : MCI-Li 
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Chú ý: 

* Đôi với hàm phân thức hữu tỉ y = 
hàm y' không xảy ra. 


ax + b 
cx + d 


d 

X & - — 

c 


thì dấu " = " khi xét dấu đạo 


Giả sử y = /(#) = ax 3 + bx 1 + cx + d => /'(#) = 3aar + 2bx 4- c 


Hàm sô' đồng biến trên ® 


<=> 


f'{x) à 0: Vx e R 


<=> 


a > 0 
A < 0 
a - 0 
6 = 0 
c > 0 


Hàm số nghịch biến trên 1R 


<=> 


/'(x) ầ 0: Vx e R <=> 


a < 0 
A < 0 
a — 0 
6 = 0 
c < 0 


Trường hợp 2 thì hệ số c khác 0 vì khi a = 6 = c = 0thì/(x) = d 

(Đường thẳng song song hoặc trùng vói trục Ox thì không đơn diệu) 


* Với dạng toán tìm tham sô'm dể hàm sô'bậc ba đơn điệu một chiều trên khoảng có độ 
dài bằng l ta giải như sau: 

+ Bưỏc 1 : Tính y' — f'(x,nì\ = ax 2 + bx + c 

+ Bưỏc 2 : Hàm sô' đơn điệu trên \x, Ị <=> y' - 0 có 2 nghiệm phán biệt 

Í A>0 

(*) 


Cí> 


a ^ 0 


+ Bưóc 3 : Hàm sô đơn điệu trên khoảng có độ dài bằng l 

<=> |x, -£,! = /<=> (x, + x 2 Ỵ — 4*j® 2 = /■ <=>S 2 -4P = / 2 (* *) 

+ Bưỏc 4 : Giải (*) và giao vối *Ị đế suy ra giá trị m cần tìm. 


cực TRỊ HÀM SỐ 

1. Định nghĩa 

Giả sử hàm sô' f xác định trên tập K và x 0 e K. 

+ x 0 là điểm cực tiểu của hàm số / nếu tồn tại một khoảng (a;b) chứa x 0 sao cho 
{a;b)cKvầ /(*) > f(x 0 ),Vx e (a:b) \ Ịar 0 } . 

Khi đó /( * 0 ) được gọi là giá trị cực tiểu của hàm sô'/. 

+ x 0 là điếm cực đại của hàm sô' / nếu tồn tại một khoảng (fl 6) chứa x 0 sao cho 
(a;b)<zKvầ f(x) < f(x 0 )yx e (a;6)\{a; 0 }. 

Khi đó / ( x 0 ) được gọi là giá trị cực đại của hàm số/ . 

+ Điểm cực đại và điểm cực tiểu gọi chung là diểm cực trị. 

+ Giá trị cực đại và giá trị cực tiêu gọi chung là cực trị. 

+ Điểm cực đại và điểm cực tiểu được gọi chung là điếm cực trị của hàm sô”và điểm 
cực trị phải là một điểm trong tập hợp K. 
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+ Giá trị cực đại và giá trị cực tiểu được gọi chung là giá trị cực trị (hay cực trị) 
của hàm sô' 

+ Nếu x 0 là điểm cực trị của hàm số thì điểm (x 0 ;/(x 0 )Ị được gọi là điểm cực trị 
của đồ thị hàm số f. 

2. Điểu kiện cần để hàm sô’ đạt cực trị 

Định lí 1: Giả sử hàm sô" y = /Ịx) đạt cực trị tại điểm x 0 . Khi đó, nếu y = /(j") có đạo hàm 
tại điểm x 0 thì /'(x 0 ) = 0 
Chú ý: 

+ Đạo hàm f(x) có thế bằng 0 tại điểm x 0 nhưng hàm số / không đạt cực trị tại 
điểm x 0 . 

+ Hàm số có thể đạt cực trị tại một điểm mà tại đó hàm sô' không có đạo hàm. 

+ Hàm sô” chỉ có thế đạt cực trị tại một điểm mà tại đó đạo hàm của hàm số bằng 0 
hoặc tại đó hàm sô' không có đạo hàm. 

3. Điều kiện đủ để hàm số đạt cực trị 

Định lí 2: Giả sử hàm sô' ị đạt cực trị tại điểm x 0 . Khi đó, nếu hàm sô' ị có đạo hàm tại 
điểm X Q thì /'(x 0 ) = 0. Nếu /'(x) > 0 trên khoảng ịx Q - /r.x 0 ) và/’(•*■) < 0 trên khoảng 
(x 0 :x 0 + h ) thì X Q là một điểm cực đại của hàm số x) 

+ Nếu f[x) < 0 trên khoảng (x 0 - /ỉ;x 0 ) và > 0 trên khoảng (.r 0 ;3[: 0 +h) thì 
x ữ là một điểm cực tiêu của hàm số /(x) 

Qu V tắc tim cưc tri 

Quy tắc 1: 

+ Bước 1: Tìm tập xác định. Tìm f Ịr) 

+ Bước 2: Tìm các điểm X' Ị í = 1:2 ) mà tại đó dạo hàm của hàm sô bằng 0 hoặc 

hàm sô' liên tục nhưng không có dạo hàm. 

+ Bước 3: Lập bảng biến thiên hoặc bảng xét dấu /' (x). Nếu /' Ịx) dôi dấu khi di 
qua X thì hàm sô' đạt cực trị tại X'. 

Định lí 3;Giả sử y = /(#) có đạo hàm cấp 2 trong khoảng (z 0 - h X Q + /ỉ) với h > 0 
+ Nếu /' (z 0 ) = 0, f (x 0 ) < 0 thì hàm sô' f đạt cực đại tại x ữ 
+ Nếu f(x ũ ) = 0, f" (a? 0 ) > 0 thì hàm sô' f đạt cực tiểu tại x 0 

Từ dinh lí trên, ta có một quy tắc khác dể tìm cực trị của hàm sô' 

Quy tắc 2: 

+ Bước 1: Tìm tập xác định. Tìm / (®) 

+ Bước 2: Tìm các nghiệm X t (ị = 1:2:.. ) của phương trình /'(x) = 0 
+ Bước 3: Tính /"(#) và tính f"ịxỴ 

* Nếu /"( X ) < 0 thì hàm sô' / đạt cực đại tại điểm X'. 

* Nếu /' Ịx ) > 0 thì hàm sô' / đạt cực tiểu tại điểm X . 
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MỘT SỐ DẠNG TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN cực TRỊ HÀM số 
I. cực TRỊ CỦA HÀM ĐA THỨC BẬC BA: 

_ L Tìm điều kiện để hàm sô'có cực đại, cực tiểu thỏa mãn hoành độ cho trước 


Bài toán tổns guát : Cho hàm sô' y = fịx: m Ị = ax 3 + bx 2 + CX + d Tìm tham số m để hàm 
sô' có cực đại, cực tiểu tại , x 2 thỏa mãn điều kiện K cho trước. 

Phương pháp : 

+ Bước 1: 

* Tập xác định: D = R. 

* Đạo hàm: ỳ = 3 ax 2 + '2bx + c = Ax 2 + Bx + c 
+ Bước 2: 

Hàm sô' có cUc tri (hay có hai cưc tri , hai cưc tri phán biêt hay cỏ cưc đai và cưc tiếu) 
c=> y' = ữ cỏ hai nghiệm phân biệt và ỳ đổi dấu qua 2 nghiệm đó 
<=> phương trình ý = 0 có hai nghiệm phân biệt 
ÍA = 3ữ^0 ịa & 0 

[A y . = B - 4AC = 4b 2 -Y2ac >0 ịb 2 - ĩac > 0 1 

+ Bước 3: Gọi X , x 2 là hai nghiệm của phương trình ý = 0 


Khi đó: < 


B 26 

X, + X. — 

3 A 3a 
c c 

X. = — = — 

A 3o 


12 


Bước 4: Biến đôi điểu kiên Iỉ về dạng tổng s và tích p . Từ đó giải ra tìm được 
m e D ỵ 

Bước 5: Kết luận các giá trị m thỏa mãn: m - D. r\D y 
* Chú ý; Hàm sô'bậc ba: y = ax 3 + bx 2 + cx + d(a ^ o ) 

Ta có: y 1 = 3ax 2 + 'ìbx + c. 


Điều kiện 

Kết luận 

b 2 — 3oc < 0 

Hàm sô' không có cực trị. 

b 2 — 3ac > 0 

Hàm sô' có hai điểm cực trị. 


> Điều kiện đê hàm sô'có cực trị cùng dâ u, trái dấu. 

■ Hàm sô có 2 cực tri trái dâu 

<=> phương trình ỳ = 0 có hai nghiệm phân biệt trái dâu <=> ac < 0 

■ Hàm số có hai cưc tri cùng dấu 


<=> phương trình ỳ = 0 có hai nghiệm phân biệt cùng dấu <=> 
• Hàm sốcó hai cưc tri cùng dấu dươns 


A... > 0 

V 

(2 

p = x, .X, = — > 0 

1 2 A 


<=> phương trình ỳ = 0 có hai nghiệm dương phân biệt <=> 


A . > 0 

V 


B 


s = X. + X , = —- > 0 


p = X, X, = -- > 0 

1 2 A 
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■ Hàm sô có hai cực tri cùng dâu âm 


<=> phương trình ý = 0 có hai nghiệm ầm phân biệt <=> 


A„, > 0 

V 


B 


s = X, + X, = -— < 0 
A 

Q 

p = X. .X, = — > 0 

A 


> Tìm điều kiện để hàm số có hai cực trị X , X thỏa mãn: 


r 2 
Xj < a < X, 
Xj < x 2 < a 
\(X < Xj < X, 


Hai cực trị Xj , x 2 thỏa mãn Xj < a < X 2 

<=> (Xj - a)(x, - a) < 0 o x y x, - aịxi + x 2 } + a 1 <0 
Hai cực trị X ,x. 2 thỏa mãn < x 2 < cc 


<=> 


- aỊ - a) > 0 J x } x 2 - a (ar, + x 2 Ị + a’ >0 


IX + X, <2 a 


I Xj + X, < 2a 


Hai cực trị X x 2 thỏa mãn a < x } < x 2 

(x, - a)(x, - a) > 0 x,.x 2 - a(xj + X,Ị + a 2 >0 

\-x 2 > 2a X, + x 2 > 2a 

Phương trình bậc 3 có 3 nghiệm lập thành cấp số cộng 


<=> 


khi có 1 nghiệm là X = —- , có 3 nghiệm lập thành cấp sô" nhân khi có 1 nghiệm là X = 

3a 


J í 


2. Tìm điều kiện đế đồ thị hàm sô có các điểm cực dại, cực tiểu nằm cùng phía, 

khác phía so với một đường thẳng _ 

Vi trí tương đối giữa 2 điểm với đường thẩns : 

Cho 2 điểm A(x a y A ), B\x B \y B ì và đường thăng À : ỠX + by + c - 0 

Nếu (ax Ẩ + by A + c) ịax B + by B 4- c) < 0 thí hai điểm A, B nẩm về 
hai phía so với đường thăng A 

Nếu (ax 4 + by A + cj(ax B + by B + c) > 0 thí hai điểm A, B nắm cùng 

phía so vối dường thẳng A. 

Môt sô trườne hơn đăc biêt : 

+ Các điểm cực trị của đồ thị nằm cùng vê 1 phía đôi với truc Ov 
<=> hàm số có 2 cực trị cùng dấu 

<=> phương trình y' = 0 có hai nghiệm phân biệt cùng dấu 

+ Các điểm cực trị của đồ thị nằm cùng về 2 phía dối với truc Ov 
<=> hàm sô' có 2 cực trị trái dấu 
<=> phương trình ý — 0 có hai nghiệm trái dấu 
+ Các điểm cực trị của đồ thị nằm cùng về 1 phía dôi với truc Ox 
<=> phương trình ý = 0 có hai nghiệm phân biệt và y^y^ > 0 
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Đặc biệt: 

+ Các diểm cực trị của đồ thị nằm cùng, về phía trên dôi vói truc Ox 


ưrnVr 


>0 


<=> phương trình ý - 0 có hai nghiệm phân biệt và \ CD CT 

1 »«, + ycr >0 

Các điểm cực trị của đồ thị nằm cùng về phía dưói đối với truc Ox 

Vcđ-Vot > 0 

<=> phương trình y' = 0 có hai nghiệm phân biệt và < 

Veo + ycr <0 

+ Các điểm cực trị của đồ thị nằm về 2 phía dôi với truc Ox 

<=> phương trình ý — 0 có hai nghiệm phân biệt và y CD y cT < 0 

(áp dụng khi không nhâm được nghiệm và viết dược phương trình dường thẳng di qua hai 
điểm cực trị của dồ thị hàm sô) 

Hoặc: Các điểm cực trị của đồ thị nằm về 2 phía dối với trục Ox 
<=> đồ thị cắt trục Ox tại 3 điểm phân biệt 

<=> phương trinh hoành độ giao điểm /(#) = 0 có 3 nghiệm phân biệt (áp dụng khi 
_ nhẩm được nghiệm) _ 


3. Phương trinh đường thắng qua các điểm cực trị 


/ \ 

ị2c 26- ^ 

, bc 


g[x\ = 


X + d — — 

hoăc 

a \ ) 

^3 9 a J 

9o 



g (x) = 9fli/ - 


hoặc 


9[x) = v- 


ỳy” 


3 y m 


Khoảng cách giữa hai điểm cực trị của dồ thị hàm số bậc 3 là 

. Ỉ4c + 16c 3 b 2 — 3 ac 

AB = J -——— với c = ——— 

\ a 9 a 

II. cực TRỊ CỦA HÀM BẬC 4 TRÙNG PHƯƠNG V = oz 4 + bx 2 + c (a * o) 


MỘT SỐ KẾT QUA CÂN NHỚ 

+ Hàm số có một cực trị <=> OÒ ^ 0 
+ Hàm sô' có ba cực trị <=> 06 < 0 



+ Hàm sô" có đúng một cực trị và cực trị là cực tiểu <=> 

ịd > 0 
|6 >0 ■ 

+ Hàm sô' có đúng một cực trị và cực trị là cực đại <=> < 

0 < 0 

6 < 0 ■ 

+ Hàm sô' có hai cực tiểu và một cực đại <=> < 

o > 0 

6 < 0 ■ 


+ Hàm sô' có một cực tiểu và hai cực đại <=> • 

o < 0 

6 > 0 ■ 



Giả sử hàm số y = ax 4 + bx 2 + c có 3cực trị: A(0 c),B 


1 6 

\ 

A 

,0 

ỉ 

1 6 

A 

V 2 o 

V 

4ữ 

b 

' 2 0 

4a 

y 


tạo thành tam giác ABC thỏa mãn dữ kiện: ab < 0. 
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MỘT SỐ CÔNG THỨC GIẢI NHANH 



Dữ kiện 

Công thức thỏa mãn ab < 0 

Tam giác ABC vuông cân tại A 

b 3 =8 o 

Tam giác ABC đê u 

6 3 = 24a 

Tam giác ABC có diện tích S^ ABC = S 0 

32 a 3 (S 0 f + b* = 0 

Tam giác ABC có diện tích max(S Q ) 

s °4 

6 S 

32o 3 

Tam giác ABC có bán kính dường tròn nội tiếp 

r — r 

A ABC 0 

b 2 

4|a| 

\ + fl) 

V So 
y / 

Tam giác ABC có bán kính đường tròn ngoại tiếp 
R aabc = R 


d _6 3 -So 

8 

a b 

Tam giác .4.Bơ có độ dài cạnh Bơ = m Q 

am 2 + '2b — 0 

Tam giác ABC có độ dài AB = AC = n Q 

16a 2 nị - b 4 + Sab - 0 

Tam giác ABC có cực trị B.c e Ox 

b 2 = 4ac 

Tam giác ABC có 3 góc nhọn 

6(8o + 6 í )>0 

Tam giác ABC có trọng tâm 0 

b 2 = 6ac 

Tam giác ABC có trực tâm 0 

6 3 + So — 4oc = 0 

Tam giác A BC cùng điếm o tạo thành hình thoi 

b 2 = 2 ac 

Tam giác ABC có 0 là tâm đường tròn nội tiếp 

6 3 — So - 4 abc - 0 

Tam giác ABC cỏ 0 là tâm đưòng tròn ngoại tiếp 

6 3 — So — s abc = 0 

Tam giác .4 Bơ có cạnh BC = Ả-.4B = kAC 

o 

II 

1 

OI 

a 

co 

1 

eo 

Trục hoành chia tam giác ABC thành 
hai phần có diện tích bằng nhau 

b 2 =4yj 

ĩ |ac| 

Tam giác ABC có điểm cực trị cách đều trục hoành 

o 

co 

II 

OI 

~c> 

Đồ thị hàm số" (ơ) : y = ax 4 + bx 2 + c cắt trục Ox tại 
4 điểm phân biệt lập thành cấp sô" cộng 

,2 100 

b = - ac 

9 

Định tham sô" để hình phang giới hạn bởi đồ thị 
[cỴ y = ax 4 + bx 2 + c và trục hoành có diện tích 

phần trên và phần dưối bằng nhau. 

.> 36 

b — — oc 

5 

/ 

Phương trình đường tròn ngoại tiếp AABC: X 2 + y 2 — 

V 

2 A 

—-+ c 

b 4a 

\ / 

y + c 

/ V 

2_AÌ = 0 

b 4 o. 
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GIÁ TRỊ LỚN NHẤT - GIÁ TRỊ NHỞ NHAT 

I. Định nghĩa. 

Cho hàm sô' y = /(#) xác định trên tập D. 

. . [/(i)í Jl/,Vi6 ữ 

+ Số M gọi là ểiá trị lớn nhất của hàm số y = f(x) trên D nếu: . 

v ' 3 x ữ eDJ(x 0 ) = M 


Kí hiệu: M = max/(.r). 

xsD 

+ SỐ m gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y = /(^) trên D nếu: 


ịf(x) z myx 6 D 
Ị3x 0 e DJ(x 0 ) = m 


Kí hiệu: m = min/(x). 

weD 


2. Phương pháp tìm GTLN,GTNN 

* Tìm GTLN, GTNN của hàm sô' bằng cách khảo sát trực tiếp 

+ Bước 1 : Tính f(x) và tìm các điểm x ì ,x 2 ,.. ,x n € D mà tại đó f(x) = 0 hoặc hàm sô' 


không có đạo hàm. 

+ Bước 2 : Lập bảng biến thiên và rồi suy ra giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm sô'. 
* Tìm GTLN, GTNN của hàm sô trên một đoạn 
+ Bước 1 : 

* Hàm sô' đã cho y = /(s) xác định và liên tục trên đoạn 

* Tìm các điểm x lt x 2 ,...,x n trên khoảng (a ò), tại đó /'ỊxỊ = 0 hoặc /’(■*■) 
không xác định. 

+ Bước2 : Tính /(o), ,f(x n ),fịb) 


+ Bước 3 : Khi đó: 

* ^»*ỹ/(«) = mmịf(x l ),f(x 2 ), .,/(*„),/(a),/(ỉ>)Ị 

* Tìm GTLN, GTNN của hàm số trên một khoảng 

* Bước 1: Tính đạo hàm f(x). 

* Bước 2: Tìm tất cả các nghiệm X : e (a 6) của phương trình 
f(x) = 0 và tất cả các điểm (X e ( a,b ) làm cho f\x ) không xác định. 


* Bước 3. Tính A = Um f(x), B = lim f(x), f(x t ), f(cc ). 

x-+a* x-*b~ 

* Bước 4. So sánh các giá trị tính được và kết luận M = raax/(x), m = min/(x). 

(«;t) (ai) 

Nếu giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) là A hoặc B thì kết luận không có giá trị lớn nhất (nhỏ nhất). 

piỴ/(s) = /(a) 


Nếu y = /(^) đồng biến trên Ị^a:òJ thì 


Nếu y — /(x) nghich biến trên [ a &] thì 


^/(*) = /(ò)‘ 

H /(l)=/ W 


max/(j;) = /(a) 
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ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA Đỏ THỊ HÀM số 

1. Đường tiệm cận ngang 

Cho hàm sô' y = f(x) xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng 
(a:+ooỊ.Ị-oo; 6 j hoặc (-co;+co)). Đường thẳng y = y 0 là đường tiệm cận ngang (hay tiệm 

cận ngang) của đồ thị hàm sô' y = f(x ) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau thỏa mãn: 

hmf(x) = y hmf(x) = y 

X—MOO X—CO 

2. Đường tiệm cận đứng 

Đường thẳng X = x 0 được gọi là đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của đồ 
thị hàm sô' y = f(x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 

lim f(x) = +00, lim f(x) = -00, lim f(x) = -00, lim f(x) = +0O 

X—>X Q * 4T— X—*Xq* X-*Xq~ 

Lưu ý: Với đồ thị hàm phân thức dạng y =-- (c ^ 0 ; ad — bc * o) luôn có tiệm cận 

cx + d v ' 

a d 

ngang là y = — và tiệm cận đứng X = -. 

c c 


KHÁO SÁT sự BIÊN THIÊN VÀ VẺ ĐÒ THỊ HÀM SÔ 

1. Sơ dồ khảo sát hàm sỏ' 

Cho hàm sô' 1/ = f(x). 

* Tìm tập xác định của hàm số. 

* Sự biến thiên 

• Chiều biến thiên. 

i. Tính y ’. 

ii. Tìm các nghiệm của phương trinh y' = 0 và các điểm tại đó y' không 
xác định. 

iii. Xét dấu y 1 và suy ra các khoảng biến thiên của hàm số. 

• Tìm cực trị (nếu có). 

• Tìm các giới vô cực; các giới hạn tại +oo. — 00 và tại các điểm mà hàm sô' 
không xác định. 

• Tìm các đường tiệm cận của hàm sô' (nếu cỏ). 

• Lập báng biến thiên. 

* Đồ thị. 

• Liệt kê các điểm đặc biệt ( điểm cực đại, điểm cực tiểu, tâm đôi xứng,...) 

• Xác định giao điểm của (C) với Ox, Oy (nếu cổ). 

• Vẽ đồ thị. 


https://www.facebook.com/thayhoanghai/?f ref=ts 
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2 . KHẢO SÁT M ỎT s ố HÀM ĐA THỨC VẢ PHẢN THỨC: 



b) HÀM SỐ TRÙNG PHƯƠNG y = ax 4 +bx 2 +c (a * o) 
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Phương trình y = 0 có 
1 nghiệm. 




c) HÀM SỐ NHẤT BIẾN y = ^-^5 (c * 0, fld-ỈJC * 0) 

cx+d 



Ta có 



khi X ;> 0 
khi X < 0 


và y = /(1*1) 


là hàm chẵn nên đồ thị (C') nhận Oy làm trục đôi xứng. 


* Cách vẽ (<7) từ (ơ): 


+ Giữ nguyên phần đồ thi bên phái Ov của đồ thị (ơ) y = f{x). 

+ Bỏ phần đồ thị bên trái Oy của (c) , lấy đối xứng phần đồ thị dược giữ qua Oy. 


Ví dụ: Từ đồ thị (c) y = /(*) = x* -Zx 
suy ra đồ thị (c?’Ị y = |a:| - 3|j|. 

Biến đổi (ơ): 

+ Bỏ phần đồ thị của (c) bên trái 

Oy, giữ nguyên (ơì bên phải Oy. 

+ Lấy đổì xứng phần đồ thị được 
giữ qua Oy. 
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Dansr 2: Từ đồ thi (ơ) 

y = f( 

suy ra đồ thị (c") y = /(*) . 

Nôi duner:l Ta có: V = 

* Cách vẽ (ơ'Ị từ (c): 

kMl = 

/(*) khi /(xỊ > 0 
-/(x) khi /ỊarỊcO 


+ Giữ nguyên phần dồ thi phía trẽn Ox của đồ thị (C): y = 

+ Bỏ phần đồ thị phía dưới Ox của (C), lấy đôi xửng phần đồ thị bị bỏ qua Ox. 


Ví dụ: Từ đồ thị (c):y = /(x) = x 5 -3x 
suy ra đồ thị y = X* - 3xỊ 
Biến đổi (c): 


+ Bỏ phần đồ thị của (c) dưới 

Ox, giữ nguyên ỊơỊ phía trên Ox. 

+ Lấy đối xứng phần đồ thị bị bỏ 
qua Ox. 



Chú ý vó i dạng: y = 

Ví dụ: Từ đồ thị 

(o) y — fịx} = x 3 — Zx suy ra đồ thị 


/Ị|x|j ta lần lượt biến đổi 2 đồ thị y = ĩịịxỊỳ và y = ịf(x)ị 


y = 


3 Lr 


. Biến đối Ịc) để được đồ 


thị (c") y = |x| — 3|xj. Biến đổi 
: ỉ/ = |x| - 3|x| ta được đồ thị 


(®T»= 


,3 

X - 3 


x\ 



I |3 I 

1*1 - 3|x 


Dang 3: Từ đồ thi 1 

c) y = suy ra đồ thị y = í/(*) .irỊ*) . 

Ta có: y = = 

* Cách vẽ từ (c): 

= /(*) khi «(*) ^ 0 

—líỊ*) v { x ) = f{ x ) khi uịx^ < 0 

+ Giữ neuvên phần đồ thi trên miền 2: 0 của đồ thi ((?') V — fịi r| . 

+ Bỏ phần đồ thi trên miền u (*) < Ocủa (c), lấy đối xứng phần đồ thi bi bỏ qua Ox. 
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a) Từ đồ thị y = /(z) = 2x % - 3x ì +1 

suy ra đồ thị : y = I# - l| ^2:r 2 — X — 1 j 


b) Từ đồ thị (c ) y — f Ị#) = —suy 

X 1 

ra đồ thị (c' ): y = 


X -1 


I 1 / , /la:) khi X > 1 

= \x - 1 \Í2x 2 - X - 1 ) = r V/ , 

' *' ' Ị-/Ịx) khi X <1 


ĐỔ thi (C’k 

+ Giữ nguyên (C) vối X > 1. 

+ Bỏ (C) với X < 1. Lấy đôi xứng phẩn 
dồ thị bị bỏ qua Ox. 


y = 


- - khi X e (l:+°o) 

X 1 

X -1| x khi X e (—°o;l j 

X 1 

Đổ thi (O: 

+ Bỏ phần đồ thị của ỊcỊ vối X < \ , 
giữ nguyên (c) với X>1. 



Nhản xét: Trong quá trình thực hiện phép 
suy đồ thị nên lấy đối xứng các điểm đặc 
biệt của (C): giao điểm với Ox, Oy, CĐ, CT... 


+ Lấy đối xứng phần đồ thị bị bỏ qua 
Ox 



lấy đôi xứng các đường tiệm cận đế thực 
hiện phép suy đồ thị một cách tương đổĩ 
chính xác. 


TIÉP TUYÊN 

1. Tiếp tuyến Ị_Cho hàm số y-f (x), có đồ thị ( c ). Tiếp tuyến của 


đồ thị ( ữ) tại điểm M 0 (a> 0 ; y 0 ) e (C) có dạng: y = ỳ ( x Q ) (x - x 0 ) + y ữ 


Trong đó: Điểm M 0 ịx 0 :y 0 ) e ( c ) được gọi là tiếp điểm, (với y ữ = f{ x ữ ) )• 
k = f'{ x 0 ) là hệ số góc của tiếp tuyến. 

2. Điều kiên tiếp xúc: Cho hai hàm sô ỊJ = fịx) và (c) » = 

Đồ thị lơ) và (C) tiếp xúc nhau khi chỉ khi hệ phương trình: \ . ' / . có nghiệm. 

ự ( x ) = s (*) 


TƯƠNG GIAO ĐỒ THỊ 

Cho hàm sô' y = f(x) có đồ thị (ơ^ và y = g(x) có đồ thị (C 0 ). 
Phương trình hoành độ giao điểm của (ƠJ) và (C.) 
là f(x) = g(x) (l). Khi đó: 
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+ Số giao điểm của (C L ) và (<7 2 ) băng với số nghiệm 
của phương trình (1). 

+ Nghiệm x ữ của phương trình ỊlỊ chính là 
hoành độ X Q của giao điểm. 

+ Đê tính tung độ y 0 của giao điểm, ta thay hoành độ x 0 vào 
y = /(z) hoặc y = #(x). 

+ Điểm A/(.t 0 ;v 0 ) là giao điểm của (C7) và (C,). 

ĐIẾM ĐẶC BIỆT CỦA HỌ ĐƯỜNG CONG 

1. Bài toán tìm điểm cô định của họ đường cong 

Xét họ đường cong (C m ) có phương trình y = Ị{x.m), trong đó f là hàm đa thức theo 

biến X với m là tham số sao cho bậc của m không quá 2. Tìm những điểm cô' định thuộc họ 
đường cong khi m thay đổi? 

Phương pháp giải: 

+ Bước 1: Đưa phương trình ỉ/ — f(x, m) vê dạng phương trình 

theo ẩn m có dạng sau: Am + B = 0 hoặc Am 1 4- Bm + c = 0 . 

các hệ số bằng 0, ta thu được hệ phương trình và giải hệ phương trình: 

A = 0 
5 = 0. 

c = 0 


- Nếu hệ vô nghiệm thì họ đường cong (C m ) không có điểm cô' định. 

- Nếu hệ có nghiệm thì nghiệm đó là điểm cô định của (C m ). 

2. Bài toán tìm điểm có tọa độ nguyên: 

Cho đường cong ( c ) có phương trình y = f(x) (hàm phân thức). Hãy tìm nhũng điểm 
có tọa độ nguyên của dường cong? 

Những điểm có tọa độ nguyên là những điểm sao cho cả hoành dộ và tung độ của 
điểm đó đều là sô'nguyên. 

* Phương pháp giải: 

+ Bước 1: Thực hiện phép chia đa thức chia tử số cho mẫu sô'. 

+ Bước 2: Lập luận để giải bài toán. 

3. Bài toán tìm điểm có tính chât đôi xứng: 

Cho đưòng cong (C) có phương trình y — f(x). Tìm những điểm đôi xứng nhau qua một 
diểm, qua đường thẳng. 

Bài toán 1: Cho đồ thị (cj y = Ax 3 + Bx 2 + Cx + D trên dồ thị (c| tìm những cặp diêm 
đôi xứng nha u qua diêm I(x y ). 

* Phương pháp giải: 

+ Gọi Aĩịa.Ad 3 + Ba 2 + Ca + dỴ Nịb,Ab 3 + Bb 2 + Cb + là hai điểm trên ỊcỊ đôi 
xứng nhau qua điểm I . 


+ Bước 2 : Cho 

Ịa = 0 

< „ _ hoặc < 

[5 = 0 • 

+ Bước 3: Kết ] 
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Í a + b - 2 Xj 

Aự + b 3 )+ Bịa 1 + b 2 j + c(a + b) + 2D = 2y t ' 

Giải hệ phương trình tìm được a. b từ đó tìm được toạ độ M, N. 

Trường hợp đặc biệt : Cho dồ thị (<?) y - Ax 3 + Bx' + Cx + D. Trên dồ thị (c) tìm 

những cập điểm dối xứng nhau qua gốc tọa dộ. 

* Phương pháp giải: 

+ Gọi Í\/Ịa,j4a 3 + Ba 2 + Ca + D\,NÍb,Ab 3 + Bb 1 + Cb + là hai điểm trên (c) 


đôi xứng nhau qua gốc tọa độ. 
ịữ + b = 0 

Ta CÓ [Ấ(a 3 + ỉ> 3 ) + Bịa 2 + ỉr) + c(a + b) + 2D = 0 ' 

+ Giải hệ phương trình tìm được a,b từ đó tìm được toạ độ M, N. 


Bài toán 3: Cho dồ thị y = Ax ì + Bx 2 + Cx + D trên dồ thị (c j tìm những cặp diêm 
đối xứng nhau qua dường thẳng d y = Ạx + B^. 

* Phương pháp giải: 

+ Gọi MịaíAa 2, + Ba 2 +Cữ + D^, NịbíAb 21 +Bb 2 +Cb+D} là hai điểm trên (c) đôi 
xứng nhau qua đưòng thẳng d. 

ịled (1) 

+ Ta có: < —— - (với 1 là trung điểm của MN và tid là vectơ chỉ phương 

|MJV.ik=0(2) 

của đường thẳng d). Giải hệ phương trình tìm dược M, N. 

4. Bài toán tìm điểm đặc biệt, khoảng cách 
❖ Lý thuyết: 

+ Cho hai điểm A[x v y^)\B[x v y,) => AB = - X, Ỵ + (y 2 - y x ) 2 

Cho điểm Mịx^y^ và đường thẳng d: Ax + By + C = 0, thì khoáng cách từ M đến d là 



\ Ax 0 + B y 0 + C 

y[ĩ- + B 2 


_ .. . .. ax + b ,__„ . __ 

+ Cho hàm phân thức: y = ; tiếp tuyến tại M cắt TCĐ, TCN ở A và B thì M là trung 


cx + d 


điểm của AB. 


Diện tích tam giác IAB không đổi: S ỊAB = —ị- aá — fec . 

c 

❖ Các bài toán thường gặp: 

Bài toán 1: Cho hàm số y = ^ — ịc * 0, ad - bc * o) có đồ thị (c). Hãy tìm trên (C) 

cx + d v ’ ■ v ’ 

hai điểm A và B thuộc hai nhánh dồ thị hàm sô'sao cho khoang cách AB ngắn nhất. 

* Phương pháp giải: 

d 

+ (ơ) có tiệm cận đứng X = — — do tính chất của hàm phân thức, đồ thị nằm vê hai phía 

v ’ c 

của tiệm cận đứng. Nên gọi hai số a,p là hai số dương. 
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+ Nếu A thuộc nhánh trái: X A < — =>X A = — — —a< — —; y A = f(x A ). 

c c c 

d d d 

+ Nếu B thuộc nhánh phải: X B > — — => Xg = - — + /?>- — ; y B — f( x B ) ■ 

c c c 

ộ 2 r — “■|0 2 

+ Sau đó tính: AB '~ = ( X B - X A) + (v B - y Á ) = |_( ữ + p)-{ a ~ «)J + (y B -y A ) ■ 

+ Áp dụng bất đẳng thức Cauchy sẽ tìm ra kết quả. 

Bài toán 2: Cho dồ thị hàm sô có phương trình y = f(x). Tìm tọa dộ diểm AI 

thuộc (C) để tong khoảng cách từ M đến hai trục tọa dộ nhỏ nhất. 

* Phương pháp giải: 

+ Gọi M Ịr; y ) và tổng khoảng cách từ Aí đến hai trục tọa độ là d thì d = \x\ + \y\. 

+ Xét các khoảng cách từ M đến hai trục tọa độ khi M nằm ở các vị trí đặc biệt: 
Trên trục hoành, trên trục tung. 

+ Sau đó xét tổng quát, những điểm M có hoành độ, hoặc tung độ lớn hơn hoành độ 
hoặc tung độ của M khi nằm trên hai trục thì loại đi không xét đến. 

+ Những điểm còn lại ta đưa về tìm giá trị nhỏ nhất của đồ thi hàm số dựa vào đạo 
hàm rồi tìm được giá trị nhỏ nhất của d . 

Bài toán 3: Cho đồ thị (C) có phương trình y = f(x). Tìm điểm M trên (C) sao cho 
khoảng cách từ M đến Ox bằng k lần khoảng cách từ M đến trụcOy . 


* Phương pháp giải: 



y = kx 

|y| = Ảr |a?| <=> 

, <=> 

y = —kx 


Bài toán 4: Cho đồ thị hàm sô' ( c ) có phương trình 

y = f(x) = -——- (c t- 0, od-bc -t- o). Tìm tọa độ điểm AI trên (C) sao cho dộ dai AII ngắn 

cx+d 

nhất (với I là giao điểm hai tiệm cận). 

* Phương pháp giải: 

. —d ữ 

+ Tiệm cận đứng X = —; tiệm cận ngang y — —. 

c c 

x , - (—d a^\ , , 

+ Ta tìm được tọa độ giao điem I —của hai tiệm cận. 

V c c) 

( dỴ f oY 

+ Gọi Mịx ư ;y ư ) là điểm cần tìm. Khi đó: ỈM 2 = x v + — + y - — = g(x ư ) 

l c ) l c ) 

+ Sử dụng phương pháp tìm GTLN - GTNN cho hàm sô' g để thu được kết quả. 

Bài toán 5: Cho dồ thị hàm sô' (C) có phương trình y = f(x) và dưòng thẳng 
d Ax + By + c = 0. Tìm điểm I trên ( c ) sao cho khoang cách từ I đến d là ngắn nhất. 

* Phương pháp giải: 

+ Gọi I thuộc (ơ) => /(a; 0 ;y 0 ); y 0 = f(x 0 ). 

, . , . , /rA \ Ax 0 + By + c\ 

+ Khoảng cách từ I đến d là g(x Q ) = hịr.d ) = -- 1 0 —- 

+ Khảo sát hàm số y — g(x) để tìm ra điểm I thỏa mãn yêu cầu. 
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PHẦN II. Mủ VÀ LOGARIT 


LŨY THỪA VÀ HÀM số LŨY THỪA. 

1. KHÁI NIỆM LŨY THỪA. 

+ Lũy thừa với sô mủ nguyên. 

Cho n là một số nguyên dương. 

vỏi ữ là sô thực tùy ý, lũy thừa bậc n của a là tích của n thừa sô a . 

o n = a a a (n thừa sô). 

Với o * 0 


o° = 1 


Ta gọi o là cơ số, tn là mũ sô) Và chú ý 0° và 0"" không có nghĩa. 
+ Một sô'tính chât của lũy thừa 

• Giả thuyết rằng mỗi biểu thức được xét đều có nghĩa: 

a° -a p = a a * fi : íị = o*-'; (à 0 / = a aP - ( abỴ = o“ -6°; 
a p 


f \ 

o 




í \ 

a 








a 
6 “ 

• Nếu a > 1 thì a a > a p <=> a > p ; 

Nếu 0 < o < 1 thì o“ > <=> a < p. 


• Với mọi 0 < a < b , ta có: a m < b m <=> m > 0; a m > b m m < 0 

• Chú ý: 

+ Các tính chất trên đúng trong trường hợp sô" mũ nguyên hoặc không nguyên. 

+ Khi xét lũy thừa vối số mũ 0 và sô’ mũ nguyên âm thì cơ sô’ a phải khác 0 . 

+ Khi xét lũy thừa với sô’ mũ không nguyên thì cơ sô’ a phải dương. 

+ Phương trình x n = b 

Ta có kết quả biện luận sô' nghiệm của phương trình x” =b như sau: 

• Trường hợp n lẻ: 

Với mọi sô' thực b , phương trình có nghiệm duy nhất. 

• Trường hợp n chẵn: 

+ Vói b< 0, phương trình vô nghiệm. 

+ Vói 6 = 0, phương trình có một nghiệm X = 0 

+ Vói b > 0, phương trình có hai nghiệm trái dấu, kí hiệu giá trị dương là \Ịb , còn 
giá trị âm là -yỊb . 


Một số tính chất của căn bậc n 
Vối a, 6 € K; n e N", ta có: 


+ '\/ữ' n =|a|, Vo í 

= VŨ-^S,Voò^o; 
fã 2 \lữ\ ,, 

+ 2 í/t 6 >0,6*0; 

Ví> ^ 


2n+l/ 2n+l _ _ vv _ 

+ <Ja =a,Va- 
* 2n *^b = 2n+ ^- 2n *ịJb,Va,b ■ 

£ 2b+ ^C ^ 

+ 2 %'r = —^,Vo,V6^ 0- 

V 6 
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,Vo >0, n nguyên dương, m nguyên. 

+ yỊyỊã = n yfã, V a ;> 0, n ,m nguyên dương. 

+ Nếu — = — thì yỊã’’ = \/õ^, V a > 0 ; m, n nguyên dương p, q nguyên. 
n m 

Đặc biệt: \Ịã = m yỊa m . 


2. HÀM SỐ LŨY THỪA. 

+ Khái niệm. 

Xét hàm số y = x ữ , với a là số thực cho trước. 

Hàm số" y = x a , với a e R, được gọi là hàm sô' lũy thừa. 

Chú ý. 

Tập xác định của hàm sô' lũy thừa y = x a tùy thuộc vào giá trị của a . Cụ thể. 

• Với a nguyên dương, tập xác định là 1R. 

• Với cc nguyên âm hoặc bằng 0 , tập xác định là R\|ũ|. 

• Với a không nguyên, tập xác định (0;+Go). 

+ Khảo sát hàm sô lũy thừa. 

• Tập xác định của hàm sô' lũy thừa y = x a luôn chứa khoảng (0;+°o) 

với mọi a e K. Trong trường hợp tống quát, ta khảo sát hàm sô' y = x a trên khoảng này. 



https://www. facebook.com/thayhoanghai/7f ref=ts 
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Đồ thị của hàm số. 



Đồ thị của hàm sô'lũy thừa y — x a luôn đi qua điểm /(l 1 j 


❖ Khảo sát hàm sô"mũ V = a x , («>0,«^!). 
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LOGARIT VA HAM so LOGARIT 

1. KHÁI NIỆM -TÍNH CHẤT VÀ QUY TAT tính LOGARIT. 

+ Khái niệm Logari t. 

Cho hai sô' dương a, b với a ^ 1. Sô' a thỏa mãn đẳng thức a a = b được gọi là logarit cơ sô' 
a của b và được kí hiệu là log a b. 


a = log rt bo a a = b. 

Không có logarit của sô'âm và sốo. 

Báng tóm tắt công thức Mù-loarrit thưởng gặp: 


ữ° = l.(a ^ o) 

(a) = a 

v ’ a‘ 


(«)■ 


= (•)■ 


tx-p 


( ữ ) 

(«)“•(<’)'’=(«r 

W‘-W*=K 

(«’)'=(°f 

íaì = b => a = log a b 


log a 1 = 0 : (0 < a ^ l) 
log a a = 1,(0 < a # l) 
log a a° = a.ị 0 < a ^ 1 j 

log^a = i,(0<a*l) 

log fl b a = a. lo g(i b, (a, b > 0, a * 1) 

log a , 6 = ilog a 6 

lo gfl ,í>“=^.lo gứ b 
log a b + log a c = log 0 (bc) 
log fl b - log a c = log 
1 


V 


v c / 


log 0 6 = 


log, ứ 


2. BẤT PHƯƠNG TRÌNH MỦ VÀ LOGARIT. 

+ Bất phương trình mũ cơ bản. 

Bất phương trình mủ cơ bản có dạng a* > b (hoặc a x ;> b,a x <b,a x <>b) với a > 0,G ^ 1 
Ta xét bất phương trình có dạng a z > b 

• Nếu b < 0, tập nghiệm của bất phương trình là R , vì a‘ > b, Va: e R.. 

• Nếu 6 > 0 thì bất phương trình tương đương với a 1 > G bỉ ' 6 


Với a > 1, nghiệm của bất phương trình là X > log a 6 
Vói 0 < a < 1, nghiệm của bất phương trình là X < log a b 
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Ta minh họa bằng đồ thị sau: 
• Vối a > 1, ta có đồ thị 



• Với 0 < o < 1, ta có đồ thị 



+ Bất phương trình logarit cơ bản. 

Bất phương trình logarit cơ bản có dạng log n x>b (hoặc log rt X ;> b, log a x<b, log a x<b) 
với a > 0, a * 1 
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BÀI TOÁN LẢI SUẤT NGÂN HÀNG 

1. Lãi đơn: là sô" tiền lãi chỉ tính trên sô" tiền gốc mà không tính trên sô" tiền lãi do sô" tiền 
gô"c sinh ra, tức là tiền lãi của kì hạn trước không được tính vào vô"n đê tính lãi cho kì hạn 
kê' tiếp, cho dù đến kì hạn người gửi không đến gứi tiền ra. 
a) Công thức tính: Khách hàng gửi vào ngân hàng Ả đồng với lãi đơn r% /kì hạn thì sô" 
tiền khách hàng nhận được cả vô"n lẫn lãi sau n kì hạn ( n e N * ) là: 

S n = A + nAr = + nr) 


2. Lải kép: tiền lãi của kì hạn trước nếu người gửi không rút ra thì được tính vào vốn để 
tính lãi cho kì hạn sau. 

a) Công thức tính: Khách hàng gửi vào ngân hàng A đồng với lãi kép r% /kì hạn thì sô' 
tiền khách hàng nhận được cả vô"n lẫn lãi sau n kì hạn ( n e N * ) là: 


n = %„) 

(s 1 

n 

A 







-- 

II 

►—l 

+ 

3 

=> 

-í 

II 

s 

-2- -1 

A 



3. Tiền gửi hàng tháng: Mỗi tháng gửi đúng cùng một sô' tiền vào 1 thời gian cô" định, 
a) Công thức tính: Đầu mỗi tháng khách hàng gửi vào ngân hàng sô" tiền A đồng vối lãi 
kép r% /tháng thì sô" tiền khách hàng nhận được cả vô"n lẫn lãi sau n tháng ( n e N * ) ( 
nhận tiền cuốỉ tháng, khi ngân hàng đã tính lãi) là S n . 


„ A 

/_ \ n 


s = — 

" r 

Ịl + rj -1 

(l + r) 



n = lo S(i T) 

r \ 

5 r 

” 1 1 

A(l + r) J 

. s r 

A — n 

(l + r) 

0 + ')■->] 


4. Gửi ngân hàng và rút tiền gửi hàng tháng: 

a) Công thức tính: Gửi ngân hàng sô" tiền là A đồng vối lãi suất r%/tháng. Mỗi tháng vào 
ngày ngân hàng tính lãi, rút ra sô" tiền là X đồng. Tính sô" tiền còn lại sau n tháng là bao 
nhiêu? 


x = 




(l + r)"-l 


5. Vay vốn trả góp: Vay ngân hàng sô" tiền là A đồng với lãi suất r%/tháng. Sau đúng một 
tháng kể từ ngày vay, bắt đầu hoàn nợ; hai lần hoàn nợ cách nhau đúng một tháng, mỗi 
hoàn nợ sô" tiền là X đồng và trả hết tiền nợ sau đúng n tháng. 

a) Công thức tính: Cách tính sô" tiền còn lại sau n tháng giông hoàn toàn công thức tính 
gửi ngân hàng và rút tiền hàng tháng nên ta có 
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, (l + r)’-l 

9 — 411 1 rl Y v 

ừ n A [ í + r ) A r 

Đê sau đúng n tháng trả hết nợ thì 5=0 nên 


„ (l + r) -1 

. 4 ( 1 + r x' 1 =0 

r 


Ả 

ỵ - _ 

1 + r) r 

(' 

+ r) n -l 


6. Bài toán tăng lương: Một người được lãnh lương khởi điểm là A đồng/tháng. Cứ sau n 
tháng thì lương người đó được tăng thêm r% /tháng. Hỏi sau kn tháng người đó lĩnh được 
tất cả là bao nhiêu tiền? 


Công thức tính: Tổng số tiền nhận được sau kn tháng là 



7. Bài toán tăng trưởng dân số: 

Công thức tính tăng trưởng dân sô" 


X m = X n (l + rỴ ,{rn,n e ZỴm £ nj 


Trong đó: 


r% là ti lệ tăng dân sô" từ năm n đến năm m 
X dân sô" năm m 

m 

X dân sô" năm n 


Từ đó ta có công thức tính tỉ lệ tăng dân số là 


r% = m-nj 

ụr 
—=--1 


X 

0 


8. Lãi kép liên tục: 

Gửi vào ngân hàng A đồng vỏi lãi kép r%/năm thì sô" tiền nhận được cả vô"n lẫn lãi sau 


n 


năm Ịn e N j là: S r = , 4(1 + r) . Giả sử ta chia mỗi năm thành m kì hạn để tính 


lãi và lãi suất mỗi kì hạn là — % thì sô" tiền thu được sau n năm là: 

m 


s =A 


1 + — 


Y 


m 


Khi tăng sô" kì hạn của mỗi năm lên vô cực, tức là m —> +CO , gọi là hình thức lãi kép tiên 
tục thì người ta chứng minh được sô" tiền nhận được cả gốc lẫn lãi là: 


s — Ac rr ( công thức tăng trương mũ) 


I ILL^/O.// vv vv vv.iaucuc/uiv.uui 11/ LI lay I I\JQI Igi IQI/ : IICI- LO 
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PHẦN III. 

NGUYÊN HÀM - TÍCH PHÂN - ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

I. NGUYÊN HÀM 

1. Nguyên hàm 

Định nghĩa: Cho hàm số fịx ) xác định trên K (K là khoảng, đoạn hay nửa khoảng). 
Hàm sô ^{ x ) được gọi là nguyên hàm của hàm sô" fịí r| trên K nếu F'ịx} = fịx^ với mọi 
X e K. Kí hiệu: I/Ịx )dx = F (x) + c. 

Định lí: 

1 ) Nếu là một nguyên hàm của/ỊxỊ trên K thì với mỗi hàng số c, hàm số 

G Ịx) = ^(-r) + c cũng là một nguyên hàm của /( 2 :) trên K. 

2 ) Nếu F(xỊ là một nguyên hàm của hàm sô" /(j) trên K thì mọi nguyên hàm của 
fịx) trên K đều có dạng + c , vối c là một hằng sô". 

Do đó .rỊx] + c,c € K là họ tất cả các nguyên hàm của /(í - ) trên I(. 

2. Tính chất của nguyên hàm 

• ỊJ/(x)cfxj = /(ar) và J/'(.r)í£r = /(x) + ơ; dịjf(x)dx) = /(x)dx 

• Nếu F(x) có đạo hàm thì: I d(F(x)Ị = F(x) + c 

• ịkf(x}dx = kịf(x}dx với k là hằng sô" khác 0. 

• j[/(x)±ở(a:)]ár = Ịfịx)dx± 

• Công thức đối biến số: Cho y = /(u) và u = (?(xj 

Nếu J f(x)dx = F(x) + c thì J f ịg(x)} g’(x)dx = J f(u)du = F(u) + c 

3. Sự tồn tại của nguyên hàm 

Định lí :Mọi hàm sô" / (x) liên tục trên K đều có nguyên hàm trên K. 


Bảng nguyên hàm các hàm sô thường gặp 


!-J 

' 0 dx = c 2. ịdx = x + c 


3.j 

\x a dx- 1 x a+l +cịa* 1 ) 

<x +1 v ’ 

16. j 

[U + &)*dx- 1 Ị OI + 1 ’1 

4 -J 

\dx = —— + c 

X 2 X 

17. j 

r Zx 2 - yfx + ịfx , 

--- dx 

X 

5.j 

— dx = lnlxl + c 

X ' ' 

18. j 

= — ln |ax 4- &| + c 
ax + b a 

6,j 

c z dx = c* +c 

19. j 

c“* b dx = -c“ +i + c 
a 

7 -J 

a J dx = —— + c 
lna 

20. 

[«*■*<&? = +c 

k lna 
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8.} 

zosxdx = sin# + c 

21. 

cosỊa# + b^dx = —sinỊí 

ÌX + b} + c 

9. J. 

3in#d# = — cos# + c 

22. 

sin(o# + ỉ>)d# = - — cos 
v 2 o 

ía# + ò) + c 

10. 

1 tan x.dx = — ln 1 cos X 1 +c 

23. J 

tan(o# + ò)dx = —ln|< 

:os (ax + b )| + c 

ll.j 

cot xdx- ln 1 sin# 1 +<7 

24. J 

cotg (ax + b ) dx = — ln |s 
a 

in (ax + b )| + c 

12. 


25. 


{ax + 6) + c 

1 un VỈV11 X T L/ 

J cos X 

\ u ,\ ax - lan 

cos lo# + 6) a 

13. j 

1 

26. 


>t(o# + ò) + c 

sin 2 # 

. *> ( , \ ^ 
siníaíP + òl 0, 

14. j 

Ịl + tan 2 #j dx = tan# + c 

27. 

(l + tan 2 (o# + ò)Ịd# = 

— tanío# + b) + c 
a 

15. 

Ị(l + cot 2 # j dx = -co t # + c 

28. J 

Ịl + cot 2 (a# + 6)jd# = — 

— cotiax + b) + c 
a 


Bảng nguyên hàm mòr lộng 


r dx \ Ả X 

Ị ~2 —1 = -jaictg — + c 
J a + X a a 


x x Ị ^ 

[ ai CS111 — dx = X ai csin — + yja 2 - X 2 + c 
J a a 


r dx 1 , o + # 

J 3 J = TT ln 7~: +c 

J-^=== = ln(# + yỊx 2 + a 2 ) + c 
yỊx 2 + a 2 


c X X Ị 

ịaiccos —dx = X aiccos — - yjar - X 1 + c 
J a a 


íaictan — dx = X arctan — - — ln (o' + X 2 ) + c 
* " a 2 


J dx X 

- 7 = ÍYT csin I —r + c 

\a\ 


f niccot — dx = xarccot— + — ln(a' + X 1 ) + c 
J a a 2 


f dx _ 1 

J /ỉ 2 a 

#V£ - a a 


= — aiccos 


4- c 


í 


dx 


= — ln 


sin(a# + ò) o 


tg- 


ax + b 


2 


+ c 


c dx 1,0 + yỊx 2 + 0“ 

— I = — ln - : ---+ c 

#V£ 2 + a 2 a 

~ " " 7 ^ " " 

J ln (a# + 6 ) dx = x + — ln (a# + 6 ) - # + c 

f r~i J_^Va -xa _ # 

va — # dx = —-—--T — arcsin—I- c 

J 0 2 o 


í 


dx 


= -ìn 


sin (ax + b ) 0 


tan- 


ax + 6 


2 


+ c 


r M , , c" (acosbx + bsinbx) 

1 c cos bx dx =-——r-+ c 


2 . l2 

a + b 


í 


„ , , c" (asmò# - bcosbx) 

c sin bx dx =-—— -+ c 


0* + ố* 


https://www. facebook.com/thayhoanghai/7f ref=ts 
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CÁC PHƯƠNG PHÁP TÍNH NGUYÊN HÀM 

1. PHƯƠNG PHÁP ĐỔI BIẾN 
a. Đôi biến dạng I: 

Nếu : J f(x) = F(x) + c và với u = <p[t} là hàm số có đạo hàm thì: J f(u)du = F(u) + c 

_ PHƯƠNG PHÁP CHUNG _ 

• Bước 1: Chọn X = <pịt Ị, trong đó là hàm số mà ta chọn thích hợp . 

• Bước 2: Lấy vi phân hai vế: dx = ọ'ịt)dt 

• Bước 3: Biến đổi : f(x)dx = = g[t}dt 

• Bước 4: Khi đó tính : J f(x)dx = J g(t)dt = G(t) + c. 


* Các dấu hiệu đổi biến thường gặp : 


Dâu hiệu 

Cách chọn 

yịa 2 - X 2 

Đặt X = |a 

t e [&*•]. 

sint ; với t e 

7Ĩ n 

1' 2 " 

hoặc X - a cost ; với 

yjx 2 — a 2 

a 

Đặt X = với t e 

sint 

vối t e[0;»]\|-|Ị. 

n 71 

~ĩ'~2 

|o| hoặc X =- 

1 ' ' co$t 

\Ịa 2 + X 2 

Đặt X = a 

tant ; vói t e 

f > 

7Ĩ 71 

,"22, 

hoặc X = |a|cot£ với t e 

a + X . a - X 

. - hoặc . - 

V a — X ' Vo + a; 

Đặt X = acoslt 

Ậx-a)(b-x) 

Đặt X — a + (b - a)sm 2 t 

1 

a + X 

Đặt X = atant ; với t e 

r 71 Tĩ^ 



b. Đổi biến dạng 2: 


Nếu hàm sô f(x) liên tục thì đặt X = (p[ì} ■ Trong đó cùng vói đạo hàm của nó 
(là những hàm số liên tục) thì ta được : 

J f{x)dx = J7 [p(í )] cp' (í)cỉí = J g(t)dt = G{t) + c . 
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PHƯƠNG PHÁP CHUNG. 

• Bước 1: Chọn t=ợ>Ịx). Trong đó ạ>ịx ) là hàm sô”mà ta chọn thích hợp . 

• Bưốc 2: Tính vi phân hai vế: dt = <p'[t\dt. 

• Bước 3: Biểu thị: f(x)dx = f^(p[tỴịcp'[t}dt = g(t)dt. 

• Bưóc 4: Khi đó : / = J f(x)dx = J g(t)dt = G(t) + c 


* Các dấu hiệu đổi biến thường gặp : 


Dấu hiệu 

Cách chọn 

Hàm số mẫu sô' có 

t là mẫu số 

Hàm số: 

II 

Hàm f(x ) =-—- 

' ’ c s inx+d. cosx+c 

( \ 

X ị X 

t = tan — cos — 5É 0 

2 l * J 

Hàm /(a)= 7 1 - 

Ậx + a)ịx + b) 

Với : x + a > 0 và X + 6 > 0. 

Đật: t = yjx + a + \lx + b 

Với X + o < 0 và X + 6 < 0. 

Đặt : t = yjx - a + \Ị-x - b 


2. NGUYÊN HÀM TỪNG PHAN 

Nếu u(x), v(x) là hai hàm số có đạo hàm liên tục trên K: 

J u(x) v'(x)dx = u(x) v(x) — ị lịx) u'(x)dx 

Hay judv = uv — ịvdu ( vối du = u ịx^dx, dv = i/ịx^dx ) 

PHƯƠNG PHÁP CHUNG 


Bước 1: Ta biến đổi tích phân ban đầu về dạng : 

I - Ị f(x)dx = Ị fẶx) f 2 (x)dx 

ịu = f(x) ịdu = f\(x)dx 

• Bước 2: Đặt: ị , / ' 

ịdv = f 1 (x) Ịv = J/ 2 (x)dx 

• Bước 3: Khi đó : j" u dv = u.v — J v du 


Dang I; I = ị P(x) 


sinx 

cosx 

c* 


• dx 


Đặt 


u = P(x) 


u' .du = P'(x 


sinx 



-cosx 



=> • 



dv = < 

cosx 

•dx 

V = * 

sin X 


9 



9 


c 



c 

, 

. 


„ 

t - 


Vậy I = P(x) 


-cosx 

sinx 

c* 


■I 


-cosx 

sinx 

c x 


P'(x)dx 

































Thầy Hoàng Hải-0966405831 


giainhanh.live.edu.vn 


Dạng II : 


7 = J P(x). ìnxdx 


Đặt ' 


u = lna? 


dv = P(x)dx 


du = —dx __ _ . _ c _, 1 . 

X Vậy I = Inx.Q(x) - j Ợ(x) — dx 

V = I P(x)dx - Qịx) x 


Dang III 7 = JV 


sinx 


cosx I 


* dx 


Đặt 


u = c 


dv = 


SI11Í 


cos;r 


dx 


du — c dx r \ /■ V 

I - cos X I f -cosa: 

-cosx Vậy 7= c* < . >- 1 < ìc 1 2 3 4 5 6 7 8 dx 

V = \ > ' sinx J sinx 

sin X l J l J 


Bằng phương pháp tương tự ta tính được J 


— cos X 


SI II X 


c*dx sau đó thay vào I 


TÍCH PHÂN 


1. Công thức tính tích phân 


\f(x)dx = F(xị=F(b)-F(a). 

ữ 

b b 

* Nhận xét: Tích phân của hàm sô' / từ a đến b có thể kí hiệu bơi J f(x)dx hay J f(t)dt. Tích 

a a 

phân đó chỉ phụ thuộc vào ỉ và các cận a, b mà không phụ thuộc vào cách ghi biến số. 

2. Tính chât của tích phản 

Giả sử cho hai hàm sô f(x) và g(x) hên tục trên K , a,b,c là ba sô bất kỳ thuộc K. Khi đó ta có : 

1. Ị f(x)dx = 0 

o 

b 0 

2. J f(x)dx = -ị f(x)dx. 

o b 

b c b 

3. J f(x)dx = I f(x)dx + J f(x)dx 
0 0 0 

b b b 

4. J[/(x) ± ý(x)] dx = J f(x)dx ± J g(x)dx. 

o oa 

b b 

5. J kf(x)dx = k J Ị(x)dx . 

0 0 

b 

6. Nếu f(x) > OVar e [o thì : ị f(x)dx > OVx e ỊV.ò] 

a 

b b 

7. Nếu \/x e Ị^o'òJ f(x) ;> g(x) => j f(x)dx à J g(x)dx . (Bất đẳng thức trong tích phân ) 

<2 a 

b 

8. Nếu Vx e £a;òj Nếu M <. f(x) <. JVthì Mịb - a) < J f(x)dx <. Nịb - a). 

a 
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L ĐỔI BIẾN 


PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 


ạ. Phương phá p đ ỏi biến s ỏ dạng 1. 

Định lí. Nếu 1) Hàm X = uịt) có đạo hàm liên tục trên đoạn 



2) Hàm hợp f(u(t)) được xác định trên I a /ơj, 


3) u(à) — a, u(p ) = b , 


4 p 

Khi đó: J = J f(x)dx = J f(u(t))u ( t)dt. 

a ă 


PHƯƠNG PHÁP CHƯNG 


• Bước 1: Đặt X = 



• Bước 2: Tính vi phân hai vê : X = vịt) => dx = u'(t)dt Đổi cận: 

X = b 

t = p 

=> 

t - a 

X - a 

• Bước 3: Chuyển tích phân đã cho sang tích phân theo biến t 




4 f ị 

Vậy: / = ị f(x)dx = J fịu(t)ịu’(t)dt = I g(t)dt = G(t) 

a a a 


a 


= G(P)-G(a) 


b. Phươns nháo đỏi biến clans2 

Định lí: Nếu hàm số u = u(x)cìơn điệu và có đạo hàm liên tục trên đoạn Ị^a b~ị sao cho 

b «( 4 ) 

f(x)dx = = g{u)du thì: / = ị f(x)dx = I g(u)du. 


a u(a) 

PHƯƠNG PHÁP CHUNG 


• Bước 1: Đăt u = u(x) => du 

= u (x)dx 


X = b 

u = u(b) 

• Bước 2: Đôi cân : 

=> 


X = a 

3 

II 

53 

• Bước 3: Chuvển tích nhân đã cho sang tích nhân theo biến u 


4 4 1/(4) 

Vậy: / = J f(x)dx = I u'(x)dx = J g(u)du 

a a u( a ) 

II. TÍCH PHÂN TỪNG PHAN 


Định lí . Nếu u(x) và v(x) là các hàm số có đạo hàm liên tục trên I a b J 

4 Ịj 4 4 

I u(x)v ( x)dx = Ị u(x)v(a:)) — J v(x)u (x)dx Hay I udv = uv 

a Q a 



_ PHƯƠNG PHÁP CHƯNG _ 

• Bước 1: Viết f(x)dx dưỏi dạng udv = uvdx bằng cách chọn một phần thích hợp 
của f(x) làm u(x) và phần còn lại dv = v'(x)dx 

• Bước 2: Tính du = u'dx và V = J dv = J v'(x)dx 

t b 

• Bước 3: Tính vu 'ịx)dx và uv 

J n 
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*Cách dặt u và dv trong phương pháp tích phân từng phần. 


Đặt u theo thứ tự ưu 
tiên: 

Lốc-đa-m ủ-lươn s 

b 

J p(x)c*dx 

a 

b 

Ị p(x) hi xdx 

a 

b 

J P(x) cos xdx 

a 

b 

J c* cos xdx 

a 

u 

P(x) 

Inx 

P(x) 

c* 

dv 

c T dx 

P(x)dx 

cosxdx 

cosxdx 


Chú ý: Nên chọn u là phần của f(x) mà khi lấy đạo hàm thì đơn giản, chọn dv = vdx là phần 
của f(x)dx là vi phân một hàm sô" đã biết hoặc có nguyên hàm dễ tìm. 


TÍCH PHÂN CÁC HÀM số sơ CẤP cơ BẢN 

1. Tích phân hàm hữu tỉ 


„ _ T_f dx 1 f adx 1 I I 

Dạng 1: 1= -- = — --= — lnox + o 

{ ax + b ữ _ ŨX + 6 a 1 1 

a a 

0 

Chú ý: Nếu 1 = J 

a 

p 

Dạng 2: / = J 

a 


. (với a^O) 


dx 

(ax + b) k 
dx 


ax 1 + bx + c 
Xét A = 6 2 — 4ac . 

- _ —b + \[Ã —b — \ỊÃ 

+ Nếu A > 0: X, =-———; X. =-——— 

1 2o 2 '2a 

. » . -L- 1 _ í—ĩ—ĩ—Ithì: 

ax +bx + c a(x - x^)(x - X,) a(®, - x,)\ X - x ỉ X-X 1 J 

/ = —— -- [ — --—Ịir = ——ỉ--Tinh: - - ln|x - x,|l í =—— — 

a(Xj — ar 2 ) J ^ ar — X, x-x 2 ) o^ị-x,) 1 - 1 1 1 U a a(x,-x 2 ) 

iXT!S , A _„ 1 _ 1 (_ -b'] 

+ Nếu A = 0: —-— -=--—— x 0 = —- 

ax 2 + bx + c a(x - X y ^ 20, 


a 

1 p 1 

= — f (ax + b)~ k adx = —- (ax + bỴ 

aị aặ-k) K 

(o ^ oỊ ( ax 2 +bx + c ^ 0 vối mọi X 6 Ị^a; /?J ) 


ln 


X - X, 


X- X, 


e 

thì I = J 

ã 


— 

ì— 1 1 
1 

■s 

r dx 1 

í ax 2 +bx + c al 

a c 

[(x-x) 2 ữ(x-x 0 )l 


í rỈT í 

+ Nếu A < Othì I = 1 , -= í 

ị ax + bx + c ị 


dx 


-A 


Đặt X + —- = . — - tan t => dx = 

2a V 4a 2 

B 

^ r mx + n , / . - \ 

Dang 3 : I = I—-— - dx, íữ^o). 

ị ax + bx + c 

mx + n 


fc ■ r.»Y. r m ! 

l 2oJ ^ y4a 2 J 
= 2 ^( 1+ton!í ) í " 


(trong đó /(x) = — 7— - liên tục trên đoạn 1 cc.pl) 

ax' +bx + c ' " L J 

+) Bằng phương pháp đồng nhất hệ sô", ta tìm A và B sao cho: 
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B 


mx + n _ A(ax 2 + bx + c)' B _ A(2ax + b) 

ax 2 +bx + c ax 2 +bx + c ax 2 + ỉ>£ + c oar + 6:r + c aar + bx + c 


. \m_ _, T_ f + n ,_f i4(2ax + 6) f 

+)Ta có 1= [ —^— - dx = I —i— - —dx + 1 

i ax 2 +bx + c i ax 2 +bx + c i 

a a a 


ax 

--- —dx 

2 +bx + c 

p 

A(2ax + b) 

J 

a 

ax 2 + bx + c 

p 

f_ 

dx 


B 


ax 2 + bx + c 


dx 


ax 2 + bx + c\ 


ax 2 +bx + c 


thuộc dạng 2. 


r P(x) 

Tính tích phân I = ị -77-7 cỉx với P(x) và Q(x) là đa thức của X. 

ÌQ(x) 

• Nếu bậc của P(x) lớn hơn hoặc bằng bậc của Q(x) thì dùng phép chia đa thức. 

• Nếu bậc của P(x) nhỏ hơn bậc của Q(x) thì có thể xét các trường hợp: 

+ Khi Q(x) chỉ có nghiệm đơn a a 2 ,...,a thì đặt 

P(*) _ A , Ạ , , A 

Q(x) X — a X — a. 


x-a 


+ Khi Q(x) có nghiệm đơn và vô nghiệm 

Q{x) = (x - cc}(x 2 + px + ạ), A = p 2 - 4q < 0 thì đặt 

P(x) _A Bx + c 
Q(x) x-a X 2 + px + q 


+ Khi Q(x) có nghiệm bội 

Q(x) = (x — a)(x — py với a * p thì đặt 

P(x) A B c 

—--1-— H-— . 

Ọ(x) X - a X - p ịx-p) 


Q(x) = (x — a) 2 (x - pý với a *■ p thì đặt 

P(x) A B c D E 

(x-àf{x-pý (x-àf ( x-a ) (x~pf ( x-p) 2 x~p 

2. Tích phân hàm vô tỉ 

J R(x. f(x))dx Trong đó Rịx, f(x)) có dạng: 


+) /? X,J- —— Đặt X = acos'2t , t e [0 ^1 
I V o + X 1 2 

+) *(*, \Ịũ 2 - X 2 j Đặt X = |ữ|siní hoặc X = |a|cosí 

.. _[ , ax + b 

+) R \ X ’VZT71 Đặt t = \hz~z 

1 \ cx + d 1 \cx + d 

+) 

(ax + b)ìịax + px 4- y 

Đặt t — Jax 2 + px + ỵ , hoặc Đặt t = —ỉ—— 

ax + b 


ax 2 + px + y\ =k{ax + b ) 
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+) /?Ịx,Vo 2 + X 2 j Đặt x= |a|taní, t e 

+) i?Ịx,V# 2 - a 2 Ị Đặt X = —U—, t e Ị^o 7ĩJ\ ị-yị 

+) J?ỊV*; \[x ■ . £) Gọi k — BSCNNịn v n,; n I Đặt X = t k 


( b Y A ^ u 

Từ : f(x)=ax i + bx + c = a X + -—-- => < '2a <r+du = dx 

\Ị 2a ) 4a-J d± = K 

. 2a 

Khi đó ta có : 

- Nếu A < 0. a > 0 => /(x) = aịvr 4- k 2 \ <=> yjf(x) = Vã yju 2 + k 2 (1) 

( * 2 a > 0 

s + <=>] nrr /7 b _/— I I (2) 

2aJ v/v*) = WỈ + — =vfl- w 

2a 1 1 


- Nếu : A > 0. 


+ Với a>0 : f(x) = o(x-x,)(x- £,) <=> yjf(x) = Võ Ậx - x^x - X,) (3) 

+ Với a<0 : f(x) = -a(^j — xj(x, — x) <=> -Jf(x) = v~õ Ậx^-xJỊx^-x) (4) 

Căn cứ vào phân tích trên , ta có một sô cách giải sau : 

ìs. Phương pháp : 

* Trường hợp : A < 0. a > 0 => f(x) = a Ị ú 1 + k 2 Ị <=> yjf(x) = Võ \fũr + k 2 


Khi đó đặt: yjax s + bx + c = t - Võ 


a X 


bx + c = t 2 - 2-VÕ- 


ax 


x = a—»t = í Q: x = /?-*£ = í 1 


<=> 


X - 


t 2 - c 2 

b+ìf«' = (i, +2 VĨ) 

t - Võx — t — Võ — - %= 

b + 2 va 


tdt 


Trường hợp : A = 0 => f(x) = a 


b ' 

X + 

2a 


<=> 


a > 0 


Jf(x) = Vã X + ^- = Vã |u| 
2a 1 1 


1 r 1 


“Vã 

Trường hợp : A > 0, a > 0 


b 

dx = —= J 

6 

dx = 

1 , 

í Ó 

X + 7— 

2a 


1 + 7- 

2a 


/ n 
vo 

X + 7 — 

V. 2 o J 


-r ln 

VO 




X + 


2o 


p _ 6 

: X + 7 — > 0 

a 2a 


: X + 7 — < 0 

a 2 a 


- Đặt: Vox" + 6x + c = ^a(x - Xj Ị(x - X,Ị = 


(x-x t )í 

(x-x 2 )í 
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- Đặt: yjax 2 +bx + c = yịaịx J — x)(x 2 — x) = 


(Xj - xỊí 

Ịx, — xỊí 


p 

- 7 mx + n 

). Tích phân dạng : / = 1 ■ — 

a vax 2 + òx + c 

Phương pháp : 


+Bước 1: Phân tích f(x) = 


ío 


mx + n 


dx (ữ ^ oỊ 


A.dịyỊax 1 + bx + cj 

ía 


+ 


B 


lax~+bx + c yjax~+bx + c yjax~ + bx + c 
+Bước 2: Quy đồng mẫu sô’, sau đó đồng nhất hệ số hai tử sô" để suy ra hệ hai ấn sô’ A,B 
+Bước 3: Giải hệ tìm A,B thay vào (1) 

+Bước4 : Tính I = 2 AÍyJax~ + bx + cỊ p + Bị . 1 dx (2) 

' ' a a yịax ' +bx + c 

r 1 

Trong đó J , = = - dx (a # o) đã biết cách tính ở 

a yjax 2 +bx + c 

1 


( 1 ) 


trên 


a. Tích phân dạng : / = J 


23. Phương pháp 

+Bước 1: Phân tích : 


a [mx + n}\Jax 2 + bx + c 

1 


dx ịa * o) 


ịmx + n )ị 


ax 2 + bx + c 


m 


X + 


m 


\ịax 2 + bx + c 


.( 1 ) 


1 

y 


n 


y = 


x + t 


t = — 
m 


dy = - 


1 


x + t 


■dx 


— => ■ 
m 

1 , 

fi 1 

2 

ì 


X = — t => ax + bx + c - a 

--t 

+ b 

--t 


l y 



u ) 


+ c 


+Bưôc 3: Thay tất cả vào (1) thì I có dạng : / = ± [ . = 

i yJLy 2 + My + N 

rí [c N 

phân dạng :/ = ịRịx.y^dx =Ji? x:J- 
a o , V 1 


d. Tích 


\ax + p 


yx + ỏ 

ỵ 

Trong đó R Ị x: y^ : là hàm sô’ hữu tỷ đôi với hai biến sô’ x,y và a. p, ỵ. ổ là các hằng sô’ đã biết 

23. Ph ương pháp : 

+Bước 1: Đặt: t = 


ịax + p 


yx + ổ 


+Bước 2: Tính X theo t : Bằng cách nâng lũy thừa bậc m hai vế ta có dạng X = <pị t Ị 
+Bưóc 3: Tính vi phân hai vế: dx = ạ>'ịt^dt và đổi cận 

fl { I TA p' 

+Bước 4: Tính : J R X. 7 1 — dx =: ỊRị<pịt) t^<p'ịt)dt 

a í 1 ^ ) a* 
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3. Tích phân hàm lượng giác 
Mỏt sỏ công thức lường giác 

a. Công thức cộng: 

cos(a ± 6) = cos a cos 6 sin a sin b 
sin(a ± b) — sm o cos b ± sin b cos a 
tana ± tan 6 


tan(a ± b) - 


1 + tan a tan b 


b. Công thức nhân: 


cos 2ữ = cos 2 a - sin’ a- 2 cos 2 a-1 = 1-2 sin 2 a = 


1 — tan 2 a 
1 + tan 2 a 


sin 2 a = 2 sin a cos a — 


2 tan a 


1 4- tan 2 a 
cos3a = 4cos 3 a —3cos a 

c. Công thức ha bâc: 


tan 2o = 


2 tan a 


1 — tan 2 a 
sin '3a = 3 sin a - 4 sin 3 a 


2 1 — cos2a 2 l + cos2a 2 1 — cos2ữ 

sin a =- ; cos a = ---- ; tan a = 


2 


a 3 sin a — sin 3 a 
sin a =----- 


2 


cos a = 


1 + cos 2o 
cos 3« + 3 cos a 


a 

d. Công thức tính theo t: t = tan — 

2 


sina = 


2í 


1-í 2 , 2t 

cos a =-- tan a = 


1-í 2 


1 + í 2 1 + i 2 

e. cỏng thức biến dồi tích thảnh tống; 

cosa cos/? = ì|^cos(a + /?)+ cos(a - 
sin a sin /7 = — |^cos(a - P) — cos(ar + /7) J 

sin a cos /7 = ỉ Ị^sin(a + /7) + sin(a - /7)J 

f. Công thức biến đổi tổng thành tích: 


« _ _a + yơ_ a — p 

cos a + cos /7 = 2 cos —cos - 


2 


2 


cos a - cos p = -2 sin —-—. sin - 


Hẻ quả : 

cos a + sin a = yj2 


2 


2 


_ « + /7 - /7 

sin a + sin /7 = 2 sin —-— cos — 

2 2 

„_« + p . a-p 

sin a — sin /7 = 2 cos —-— sin - 


cos 


a - sin a - 


n _ sin(a + P) 

tan a + tan p =--— : —4 

cos a cos p 

sin(a - P) 


2 


cos a - — 

\ 

' n ^ 

cos a + — 

\ 4 / 


Công thức thường dùng: 

, 3 + cos 4 a 

cos a + sĩn a =-—- 


6 6 5+ 3cos4a 

cos a + sin a =-—- 


= sin 
= —yỊĩ sin 


( _\ 

n 

a + — 

V 4y 

a — — 
4 




tana - tan p = 


cos a cos p 
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Một sô dạng tích phân lượng giác 
» 

• Nếu gặp 1 = J/( sin.r \cos xđx ta đặt t = sinx. 

a 

b 

• Nếu gặp dạng 1 = J/(cosx).sinxíỉx ta đặt t = cosx . 

a 

b 

• Nếu gặp dạng 1= [f( tanx)-— ta đặt t = tan.T. 

' cos X 

b ^ 

• Nếu gặp dạng I = f/(cotx) ta đặt t = cotx. 

' sin X 

1. Dạng 1: /j = J(sinx) n dx ; /, J(cosx) n dx 

2. Phương pháp 

2.1. Nếu n chẵn thì sử dụng công thức hạ bậc 

2.2. Nếu n = 3 thì sử dụng công thức hạ bậc hoặc biến dổi theo 2.3. 

2.3. Nếu 3 < n lẻ (n = 2p +1) thì thực hiện biến đổi: 

/j = J(sinx) dx = J(sũix) 3p dx = J(sinx) p sinxdx = -J(l - cos 2 x) d(cosx) 

=- c'cos 2 a: + ... + (-l) ơ*(cos 2 :r) + .. . + (-1 ) ? c p (cos 2 x) d(cosx) 
J L p p p p J 

^0 _ 1 _] Ị , (-1)* _ kí _. . (-l) p _yV 

c_ cosx - -~c\ cos X +... + c_ ( cos X ) +... + c f (cos X) 

p z p - - 
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2k +1 ' 


2 p +1 


+ c 


/ 3 =J(cosx) dx = j"( cosx ) p dx = J(cosx) p cosxdx = J(l - sm 2 xY d(sinx) 

= r r - c* sin 2 X + +(—l) ơ*(sin 2 ar) +.. + (-1 ) p c p (sin 2 xỴ d(sinx) 
JL f p p p J 

n 1 . , (-1 ) . / ,2*+l (-1 f , ,2p*l 

c° sinx - — c sin 3 X +... + —-— c\ (smx) + ... + -———ơMsini) 


= sin X — C' sin X + ... + ——— c* ( sin 

p 3 p 2k + l p 

II. Dạng 2: I = |sin m x cos"xdx (m, neN) 

1. Phương pháp: 

4 m _ 1 . - 15 __ 5 


2 p 4-1 


+ c 


1.1. Trường hợp 1: m, n là các sô'nguyên 

a. Nếu m chẵn, n chẵn thì sử dụng công thức hạ bậc, biến đổi tích thành tổng. 

b. Nếu m chẵn, n lẻ (n =2p +1) thì biến đổi: 

I = J(sinx) (cosx) 35 dx = J(sinx) (cosx ) p cosxdx = J(sinx) (l —sin 2 x) d(sinx) 

= f(sinx) - c\ sin 2 X + ... + (-l) c k (sin 2 x) +... + (-l) í> c* (sin 2 x) 

J L p p p p 

/ \m+l / \m+3 / v2Ar-fl+m / 


c 


0 (sin X ) 


c x (sinx) + ( _ l)V (sinx) 


(sinx) 


d (sin X ) = 

2p+l+m 


- + ... + (- 1 Yc> 

p ‘2k + l + m p 2p + l + m 


+ c 


p m+ 1 p m+3 
c. Nếu m chẵn, n lẻ (n =2p +1) thì biến đổi: 

I = J(sinx) (cosx) dx = J(cosx) (sinx) p sinxdx = —J(cosx) (l —cos 2 x) d(cosx) 

= -f(cosx) - c\ cos 2 x +... + (-l) Ơ* (cos 2 x) +... + (-1 Y c p (cos 2 x) P |cỉ(cosx) = 
J L p p p p J 

/ \W-fl / xn+3 / v2fc+l+n / x2p-fl+n 

^ọ lcosxl ^i lcosxl | I Vcos X) | |( 

p r) - 1-1 p n J- íĩ p '2,fc + ĩl ^ Om X 1 


2p +1 + n 


+ c 


n +1 


n + 3 
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d. Nếu m lẻ, n lẻ thì sử dụng biến đối 1.2. hoặc 1.3. cho số mũ lẻ bé hơn. 

1.2. Nếu m, n là các sô hữu tỉ thì biến dối và dặt u = sinx ta có: 

m m-1 

B = Jsin m xcos" xdx = J(sinx) {cos 2 x) 1 cosxdx = Ju m (l - u 2 ) 2 du (*) 

. ... . . . _ _ , „ ^ m +1 n -1 m + k ^ 

• 1 ích phân (*) tính được o 1 trong 3 sõ —-— ; —-— ; —-— là số nguyên 

III. Dạng 3: /j = J( tan X) dx ; / 3 = J(cot x) dx (neN). Công thức sử dụng: 


• f(l + tnn 2 x)dx — f- - — = fd(tnn«) = tnnx + c 

J J cos 2 X J 

• f(l + cot 2 x)dx = -[—— 7 — = -fd(cotx) = -cotx + c 

J J sin 2 X J 

• ftan xdx = f sinx dx = -f ^ cosx ^ — _Ị n lcos x\ + c 

J J cosx J cosx 

[. _ , _ rcosx _ f d(sinx) ,1 J 

• I cot xdx = ■---■ ■ - dx = ——— = lnlsin x\ + c 

J J sinx J sinx 

ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 

1 . Diện tích hình phẳng 

a) Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm sô y = f(x) liên tục trên đoạn uz:òj , 

b 

trục hoành và hai đường thẳng X = a , X - b được xác định: s = j"|/(x)|dx 



b) Diện tích hình phắng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = f(x), y = g(x) liên tục trên đoạn 

b 

[o: 6 ] và hai đường thẳng X — a, X = b được xác định: s = Ị\f{x)- 9(x)\dx 





(C 1 ):y = / 1 (.v) 
(C.):y = f.(x) 


X = a 
X = b 

s = Ị\ụx)-f 2 (x)\dx 

a 


b b 

- Nếu trên đoạn Ịa\bJ , hàm sô' f(x) không đổi dấu thì: J|/(x)|dx= ị f(x)dx 

a a 

- Nắm vững cách tính tích phân của hàm sô" có chứa giá trị tuyệt đôi 

- Diện tích của hình phăng giới hạn bởi các đường X = g(y), X = h{y) và hai đường 

i 

thẳng y = c, y = d được xác định: s = J|p(ỉ/) - h(y)ịdy 
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2. Thế tích vật thể và thể tích khối tròn xoay 

a) Thế tích vật thể: 

Gọi B là phần vật thê giới hạn bơi hai mặt phang vuông góc với trục Ox tại các điểm 
a và ò; S(x) là diện tích thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox 
tại điểm X , (a < X <b). Giả sử S(x) là hàm sô' liên tục trên đoạn [a. bỊ. 



b) Thể tích khôi tròn xoay: 

Thế tích khôi tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẩng giới hạn bởi các đường 
y = f(x), trục hoành và hai đường thắng X = a, x — b quanh trục Ox: 



(C): y= f(x) 
(Oxy.y-O 


K - *f[/(- v )] ỉ rfv 

_ 4 _ 


Thể tích khôi tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đường 
X = g(y), trục hoànfyvà hai đường thẳng y — c, y — d quanh trục Oy : 


r---v 

\ 

\ 

\ 

I 


(C) : X = g(y) 
(Oy): x=0 


i 

Vy =7tj[gơ>r<(v 

e 


Thể tích khôi tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bơi các đường 
y = f(x), y = g(pc) và hai đường thẳng X = a, X = 6 quanh trục Ox: 
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PHẦN IV. SỐ PHỨC 

I. sò PHỨC 

1. Khái niệm sô phức 

+ Số phức (dạng đại số) : 2 = a 4 - bi Ị 0,6 e k) . Trong đó : a là phần thực, 

b là phần ảo, i là đơn vị ảo, i 2 — — 1 
+ Tập hợp sô" phức kí hiệu: c. 

+ 2 là sô" thực <=> phần ảo của 2 bằng 0 Ị 6 = 0|. 

+ 2 là sô" ảo (hay còn gọi là thuần ảo) <=> phần thực bàng 0 Ịa = o). 


Sô" 0 vừa là sô" thực vừa là sô" ảo. 

2. Hai sô phức bằng nhau 

Hai sô" phức 2 j = a + bi (o, be rị và 2 , = c + di (c, d, e M) bàng nhau khi phần thực và 
phần ảo của chúng tương đương bằng nhau. 

a = c 
b = d 


Khi đó ta viết z. — 2 <=> a + bi = c + dì <^> < 


3. Biểu dien hình học số phức 

Sô" phức z = a + bi ịa. 6 e được biểu diễn bởi điểm Ằlía.b^ 
hay bởi u = (o.ồ) trong mặt phẳng phức với hệ tọa độ Oxy . 

4. Sô phức liên hỢp 

Sô" phức liên hợp của 2 = 0 + bi Ịa, b e rỊ là 2 = a — bi. 

Một sô" tính chất: 



_ __ / \ 


<y 1 • y yl — ếỴ 1- 


\ Z 2 J 


= Ịl ; z.z=a 2 + b 2 
z 2 


+ 2 là số thực <3> z = z ; 2 là sô" ảo 2 = —1 

5. Môđun của sô" phức 


Độ dài của vectơ OM được gọi là môđun của sô phức 2 và kí hiệu là ịz 

= slo ỉ +b l . 


Vậy 


OM 


hay 


= o + bĩ 


OM 


Một sô" tính chất: 

+ UI = yj a 2 + b 2 = yfzz = 

+ UI > 0, V 2 e C; UI = 0 <=> 2 = 0. 
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II. PHÉP CỘNG TRỪ NHÂN CHIA số PHỨC 

1 . Phép cộng và phép trừ sô* phức 
Cho hai sô' phức 2j = a + bi (a, be rỊ và 2, = c + di Ịc, de r) . Khi đó: 

+ 2j ± z . 2 = ịa + cỊ ± ịb + d) i 
+ Số đối của số phức 2 = 0 + bi là —2 = — a — bi. 

+ Tổng của một sô* phức với sô phức liên hợp của nó bằng hai lần phần thực của sô* thực 
đó: 2 = a + bi, 2 + 2 = 2 a. 

2 . Phép nhân sô phức 

+ Cho hai số phức z x = a +bi (o, b e ]rỊ và 2, = c + di Ịc, de ]fêj. Khi đó 
2 j2 2 = (o + + dij =(oc - bd Ị + ịad + tc) 1. 

+ Với mọi sô* thực k và mọi sô' phức z = a + bi (o, òelỊ, ta có 

k.z = k (a + ò?j = ka + kbi 


Đặc biệt: 0.2 = 0 với mọi sô* phức 2 . 

+ Lũy thừa của i : i° = 1, í 1 = t, i 2 = —1, i 3 — i 2 .i = —i 

i 4n = 1, t 4n+1 = i, i 4n * 2 = -Ị i 4n * i = -i, Vn e N\ 

3. Chia hai sô* phức 

Sô'phức nghịch đảo của 2 khác 0 là sô' z~ x - — 72 . 

LI 

Phép chia hai sô phức 2 ' và 2^0 là — = z'z~ l = z = 3 . 

2 lzl 22 

III. TẬP HỢP điểm biêu diễn số phức 

Một sô* tập hợp điểm biểu diễn sô* phức z thường gặp: 

+ ax + by + c = 0 =>tập hợp điểm là đường thẳng 
+ X = 0 => tập hợp điểm là trục tung Oy 
+ y = 0 => tập hợp điểm là trục hoành Ox 

+ ịx-aỊ +ịy-b) < R 2 => tập hợp điểm là hình tròn tâm /(o:b).bán kính R 

(ar-o)"+ (ỉ/-6) - R 1 _ . . i , , 

' f ' ’ => tập hợp diêm là đường tròn có 

X 2 + y 2 - 2 ax - 2by + c - 0 
tâm /(o è),bán kính R — yja : + b 2 - c 


+ X > 0 => tập hơp điểm là miền bên phải trục tung 
+ y < 0 => tập hợp điểm là miền phía dưới trục hoành 
+ X < 0 => tập hợp điểm là miền bên trái trục tung 
+ y > 0 => tập hợp điểm là phía trên trục hoành 

+ y = ax 2 + bx + c => tập hợp diểm là đường Parabol 

2 2 

+ ~ = 1 => tập hợp điểm là đường Elip 

o 2 b~ 

ĩ ì 

+ — — — r = 1 => tập hợp diêm là đường Hyperbol 
a 2 b 2 
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IV. PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI VỚI HỆ số THựC 

a. Căn bậc hai của sô thực âm 

+ Cho sô 2 , nếu có số phức sao cho 2 2 = z thì ta nói Z ] là một căn bậc hai của z. 

+ Mọi số phức 2*0 đều có hai căn bậc hai. 

+ Căn bậc hai của số thực 2 âm là ±i ĩị 

Tổng quát, các căn bậc hai của số thực a âm là ±ỉ^jã| • 

b. Phương trình bậc hai với hệ số thực 

Cho phương trình bậc hai ax 2 + bx + c = 0, Va,6, c e R, a * 0. Xét biệt sô' A = 6' - 4ac của 
phương trình. Ta thấy: 


+ Khi A = 0, phương trình có một nghiệm thực X = — -A- . 

2 a 

+ Khi A > 0, phương trình có hai nghiệm thực phân biệt = 


-b ± VÃ 


2 a 


+ Khi A < 0, phương trình có hai nghiệm phức = 


—b ± i-\[Ã 


2 a 


BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐEN MAX - MIN MÔ ĐUN số PHỨC 


+ Cho sô'phức z thỏa mãn |z r z + zJ = r, (r > o) < 




z 2 


r 

max 2 



+ 

- : 



z \ 


z x\ 

1 


Z 1 


r 

min 2 

= 



— 



z \ 


■V 1 

Z l\ 


+ Cho sô' phức 2 thỏa mãn |z r z —z 2 

= r A r i> 0 )- 


raax p = 

z 2 , 
t ‘ 

r 

H—— và min p = 

z \ 

2, 

? 1 

r i 

Z 1 

+ Cho sô' phức 2 thỏa mãn z y z + 2, 

+ 

2j.2-2 2 = k, ịk > o). 


max 


k 


và min 


4 Kf 

2 k 
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PHẰN V. KHỐI ĐA DIỆN 


I- KHÁI NIỆM VÊ HÌNH ĐA DIỆN VÀ KHỐI ĐA DIỆN: 

1. Khái niệm về hình đa diện: 

• Hình đa diện (gọi tắt là đa diện) là hình được tạo bói một số hữu hạn các đa giác thóa 
măn hai tính chất: 

a) Hai đa giác phân biệt chi có thê hoặc không có diêm chung, hoặc chỉ có một dinh 
chung, hoặc chi có một cạnh chung. 

b) Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng hai đa giác. 

• Mỗi đa giác gọi là một mặt cùa hình đa diện. Các đinh, cạnh cùa các đa giác ấy theo thứ 
tự được gọi là các đinh, cạnh của hình đa diện. 



2. Khái niệm vê khối da diện: 

• Khối đa diện là phần không gian được giói hạn bói một hình đa diện, kể cả hình đa 


diện đó. 


• Những điểm không thuộc khối đa diện được gọi là diêm ngoài của khối đa diện. 
NhCmg điếm thuộc khối đa diện nhung không thuộc hình đa diện đó được gọi là diêm trong của 
khối đa diện. Tập họp các điếm trong được gọi là miền trong, tập hợp những điếm ngoài được 


gọi là miền ngoài của khối đa diện. 

• Mỗi hình đa diện chia các diêm còn lại của không gian thành hai miền không giao nhau 
là miền trong và miền ngoài của hình đa diện, trong đó chi có miền ngoài là chứa hoàn toàn một 
đường thẳng nào đó. 


d 


NWn ngoai 


&>ến ngoai 


III- HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU: 



1. Phép dời hình trong không gian: 

Trong không gian, quy tắc đặt tưong ứng mỗi diêm M vói diêm M' xác định duy nhất 
được gọi là một phép biến hình trong không gian. 

Phép biến hình trong không gian được gọi là phép dòi hình nếu nó bảo toàn khoáng cách 
giữa hai điếm tùy ý. 

* Một sô'pỉíép dời hình trong không gian: 
a) Phép tịnh tiến theo vectơ 


Là phép biến hình biến mỗi điếm M thành M' sao cho 


MA/'= 5. 

// 


M 
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b) Phép đối xúng qua măt phẳng Ịp) 


Là phép biến hình biến mỗi điếm thuộc Ị T 5 ) thành chính nó, 

biến mỗi điếm AI không thuộc ( p ) thành điếm AI' sao cho Ị p Ị 
là mặt phẳng trung trực của AIAI '. 

Nếu phép đối xứng qua mặt phẳng biến hình Ị/í) thành 

chính nó thì (p) được gọi là mặt phắng đối xứng cùa Ị //). 



c) Phép dối xúng qua tâm o : 


Là phép biến hình biến điếm 0 thành chính nó, biến mỗi 


điếm AI khác 0 thành điếm AI' sao cho 0 là trung điếm 

_--a 

AỈM'. 


Nếu phép đối xứng tâm 0 biến hình (TT) thành chính nó thì 


0 được gọi là tâm đối xứng của Ị TT) 



d) Phép dôi xứng qua dư ờng thẳng A (phép dối xứng truc A ): 


Là phép biến hình biến mọi điếm thuộc đường thẳng A thành 
chính nó, biến mỗi diêm M không thuộc A thành diêm AI' sao 
cho A là đường trung trực cùa MAI '. 

Nếu phép đối xứng trục A biến hình Ị H ) thành chính nó thì A 
được gọi là trục đổi xứng cùa (H Ị 

* Nhân xét : 

• Thục hiện liên tiêp các phép dời hình sẽ được một phép dời hình. 

• Phép dời hình biêh du diện Ị Tí) thảnh đu diện (TT 1 ), biên đỉnh, cạnh, mạt của (H Ị tìuình 

đỉnh, cạnh, mặt tương ứng của Ị H' ) . 

2. Hai hình bằng nhau: 

Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dòi hình biến hình này thành hình kia. 
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I. Khôi da diện lồi 

Khổi da diện dược gọi là khôi da diệtt lồi nếu vói bất kì hai diêm A và B nào của nó thì 
mọi diêm của đoạn AB cũng thuộc khối đó. 


E 



Khói da diện tơi Khôi da diện không tơi 

II. Khối da diện dều 

1. Định nghĩa: Khôi đa diện đêu là một khối đa diện lôi có hai tính chất sau đây: 

+ Các mặt là những đa giác đều n cạnh. 

+ Mỗi đính là đinh chung cúa đúng p cạnh. 

Khối đa diện đêu như vậy gọi là khối đa diện đêu loại I n, . 

2. Bảng tóm tắt của năm loại khối da diện đêu 


Khôi da diện đêu 

Sô dinh 

Sôcạnh 

Sôniật 

Loại 

SỐXIPĐX 

Tứ diện đều 


4 

6 

4 

{3 3} 

6 

Khôi ỉâp phương 


8 

12 

6 

{4:3} 

9 

Bát diện đều 


6 

12 

8 

{3:4} 

9 

Mười hai mặt đêu 

ữ 

20 

30 

12 

{5:3} 

15 

Hai mươi mặt đêu 

• 

12 

30 

20 

{3:5} 

15 

Khối đa diện đêu loại Ịn, có Đ đình, c cạnh và M mặt: 

pĐ = '2C = nM 
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Chú ý: 

Đirờng chéo của hình vuông cạnh a hì a\ỊĨ 

Đường chéo cùa hình lập phương cạnh a là : a\fs 

Đường chéo của hình hộp chữ nluịt có 3 kích thước a. b , c là : yỊa 2 + b 2 + c 2 

Đường cao của tam guỉc đêu cạnh a là: ay Ị^. 
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Tỉ sô'thế tích: 


s 


V a A-rc SA' SB' sơ 


A\ 


VsÃbc sa SB sc 



Hình chớp ạit ABC A' ff ữ 


/\A 


V = ^B + B'+ sj BB'} 


A^-_ - V---- -\b 

Với B, B' 

h là diện tích hai đáy và chiều cao. 

c 


CÁC CÔNG THỨC HÌNH PHANG 

1. Hệ thức lượng ừong tam giác 

a) Cho Â,4i?(7vuông tại A, đường cao AH. 

A 



• AB 2 + AC 2 = BC 2 

• AC 2 = CH BC 

• AH 2 = BHHC 


• AB 2 = BH BC 

• AH BC= AB AC 

1 11 

• Ãỡ ĩ_ Ãẽ ĩ + 7ỡ 7 


• AB = BC sin c — BC cos B= AC tnnơ = AC cot B 

b) Cho AABC có độ dài ba cạnh là: a, b. c độ dài các trung tuyên là m a , m b , 777 c fcáw lánh đường tròn 

ngoại tiếp R: bán kính đường tròn nội tiếp r nỉm chu vi p. 

• Định lí hàm số cosin: 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A. b 2 = c 2 + a 2 — 2ca cos B c 2 = a 2 + b 2 — 2ab cos c 


Định lí hàm số sin: 


sin A sin B sin c 


= 2R 


12 . . 2 2 2.2 12 2 . 1 2 2 

_ ...._. . - . % b + c a 2 c- + a- b\ 2 _ o' + b c 

• Độ dài trune tuyển: m =---; m. =---; m =--- 

° ^ 0 2 4 b 2 4 e 2 4 

2. Các công thức tính diện tích 

a) Tam giác: 


• s = ịa.h =ịb.h=ịc.h 
2 ° 2 b 2 


2 0 2 2 e 2 

_ abc _ 

• S = -TẼ: • s = pr 

4 R _ 

• CT He-ron: s = ^pịp — — c) 

A . .... , o AB AC BC.AH 

• AABC vuông tại A: s = -— — =- —— 

. . a>/3 a'>/3 


• 5 = -Ị- 6 c sin -4 = - ca sin 5 = -Ị- ab sin c 
2 2 2 

• s = pr 


• AABCđẽu, cạnha: AH = —Ị— , 5 = 

2 4 
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b) Hình vuông: 5 = a 2 (a: cạnh hình vuông) 

c) Hình chữ nhật: s = ab (a, h: luii kích thước) 

d) Hình bình hành: s = đáy X cao = AB AD 5111 BAD 


e) Hình thoi: 
í) Hình thang: 


S = ABAD sin BAD = \aCBD 

2 

s = —(a + b^h (a, b: hai đáy, h: chiêu cao) 


g) Tú giác có hai đường chéo vuông góc: s = --AC-BD 


MỘT SỐ CÔNG THỨC TÍNH NHANH thê’ tích KHố! chóp thường gặp 


tính chất 

HÌNH VẼ 

Cho hình chóp SABC với các mặt phẳng Ị5.45Ị,(55ơ),(54ơỊ 

vuông góc vói nhau tùng đôi một, diện tích các tam giác 

5.4 B, SBC , SA c lần lượt ỉă S v S 2 . S 3 . 

J' 2 S s, s, 

Khiđó: V SAB c = yl 3 

A 

B 

Cho hình chóp S.ABC có 5i4 vuông góc vói ( ABC ) , hai mặt 
phẳng ịSAB'j và Ị SBC ) vuông góc vói nhau, 

BSC = « .455 = p . 

s 


...... SB* sin 2a tan p 

Khi đó: V SABC — 12 

T - ^ 

B 

Cho hình chóp đều SABC có đáy ABC là tam giác đêu cạnh bằng a, 
cạnh bên bằng b . 

a'\l'Ab' — a~ 

Khi đó: V = y 

SABC 12 

s 

A ^Ịptr c 

B 

Cho hình chóp tam giác đêu S ABC có cạnh đáy bằng a và mặt bên 
tạo vói mặt phẳng đáy góc a . 

vu . A . T, a 3 tan a 

Khi đó: V = ——— 

sABC 24 

s 

\ / S' A/ 

B 
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CÁC CÕNG THÚC ĐẶC BIỆT THÊ TÍCH TỬ DIỆN (ĐTD): 


ĐIỀU KIỆN TỨ DIỆN 

CÔNG THỨC 



< 

SA = a,SB = b.SC = c 

ASB = a,BSC = p,CSA = <p 

^ sxsc = “~>/l ~ cos 2 a - COS' p - cos 2 (p + 2 cos a cos p cos (p 
Công thức tính khi biêt 3 cạnh, 3 góc ở đỉnh 1 tứ diện 

< 

/45 = ứ, CD = b 

d[AB.CD ) = d,(AB,CD) = a 

V ABCD=\ ahẫsÌna 

Công thúc tính khi biêỉ 2 cạnh dôi, kỉmỉng cách và góc 2 cạnh dó 

< 

S A5AB = = 5 2 > 5j4 = a 

f(S;45),(&4ơ)) = a 

2Sj£, sin a 

5ABC ” 3« 

Công thức tính khi biềi một cạnh, diện tích và góc giũa 2 mặt Tề 

< 

SA = a,SB = b,SC = c 
((5/45) 7 (5/4C)) = a 

T55 = p.ASC = 

V SABC = 0 smasmPsưup 

Công thức tính khi biêt 3 cạnh 2 góc ờ đỉnh và 1 góc nhị dim 

r-Ị-l / 1 • A 

Tú diện đen 
tất cả các cạnh bằng a 

a* \Ỉ2 

ABCD- 12 

Tú diện gân ítên • 

i45 = CD = a 

AC = BD = b 

AD=BC=c 

r 

V ABCD = ^Ậ° 2 +ỉ}ì ~ c ‘)( 6 ' + c ' " flỉ )( aỉ + ° 2 - b2 ) 
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MẶT NÓN - MẶT TRỤ - MẶT CAU 


I. MẶT NÓN TRÒN XOAY VÀ KHỐI NÓN 
1) Mặt nón tròn xoay. 

Đường thằng d, A cắt nhau tại o và tạo thành góc p với 
0° < p < 90°, mpỊpỊ chứa d ,À. quay quanh trục 

A với góc p không đối 
=> mặt nón tròn xoay đinh o 
+ A gọi là trục. 

+ d được gọi là đưòng sinh. 

+ Góc 2/7 gọi là góc ớ đinh. 



2) Khôi nón 

+ Là phần không gian được giói hạn bòi một hình nón 
tròn xoay kế cả hình nón đó. Những điếm không thuộc 
khối nón gọi là những diêm ngoài của khối nón. 

+ Những điếm thuộc khối nón nhưng không thuộc 
hình nón tưong ứng gọi là những điếm trong của khối 
nón. Đình, mặt đáy, đưòng sinh cùa một hình nón cũng 
là đinh, mặt đáy, đường sinh của khối nón ttrong ứng. 


0 



Cho hình nón có chiều cao h, đường sinh / và bán kính đáy r . 

+ Diện tích xung íỊìianh: của hình nón: 

c 

te 

II 

r * 

05 

+ Diện tích ítáy (hình tròn): 

s. = nr 2 

đáy 


+ Diên tích toàn phan: của hình nón: s = nrl + 7ir : 

- - - 

+ Thê tích khôi nón: 1’ = — nr 2 h 

3 



3)Tỉúềí diện kin cắt bới mặt phang 


❖ Cắt mặt nón tròn xoay bời mp (Ợ) di qua đinh của mặt nón. 

mpịQ ) cắt mặt nón theo 2 đường sinh. 

mpịQ) tiếp xúc vói mặt nón theo một đưòng sinh. 

Thiết diện là tam giác cân. 

( Q ) là mặt phang tiếp diện của hình nón. 

❖ Cắt mặt nón tròn xoay bời mp (Ợ) không đi qua đình của mặt nón. 

mpịQ) vuông góc vói trục hình nón. 
mpịQ ) song song với 2 đưòng sinh hình nón. 
mp(Q) song song với 1 đường sinh hình nón. 

Giao tuyến là 1 đưòng parabol. 

Giao tuyến là 2 nhánh của 1 hypebol. 

Giao tuyến là một đường tròn. 
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II. MẶT TRỤ TRÒN XOAY 
1. Mặt trụ: 

Trong mặt phằng ( p ) cho hai đường thẳng A và / song song vói nhau, 
cách nhau một khoáng bằng r . Khi quay mặt phằng ( p ) xung quanh A 

thì đưòng thẳng / sinh ra một mặt tròn xoay đưọc gọi là mặt trụ tròn 
xoay, gọi tắt là mặt trụ. 

• Đường thẳng A gọi là trục. 

• Đường thẳng / là đường sinh. 

• r là bán kính của mặt trụ đó. 





2. Hình trụ tròn xoay và khối trụ tròn xoay: 

a) Ta xét hình chữ nhật ABCD. Khi quay hình chữ nhật ABCD 
xung quanh đường thẳng chứa một cạnh nào đó, chẳng hạn cạnh AB 
thì đưòng gấp khúc ADCB sẽ tạo thành một hình gọi là hình trụ tròn 
xoay, hay gọi tắt là hình trụ. 

+ Khi quay quanh AB, hai cạnh AD và BC sẽ vạch ra hai hình 
tròn bằng nhau gọi là hai đáy cùa hình trụ, bán kính của chúng gọi là 
bán kính cùa hình trụ. 

+ Độ dài đoạn CD gọi là độ dài đưòng sinh cùa hình trụ. 

+ Phần mặt tròn xoay được sinh ra bởi các điếm trên cạnh CD khi 
quay xung quanh AB gọi là mặt xung quanh của hình trụ. 

+ Khoáng cách AB giữa hai mặt phằng song song chứa hai đáy 
là chiều cao của hình trụ. 

b) Khối trụ tròn xoay hay khối trụ là phần không gian được giói hạn bời một hình trụ 
tròn xoay kế cá hình trụ tròn xoay đó. Những diêm không thuộc khối trụ gọi là những 
điếm ngoài của khối trụ. Những điếm thuộc khối trụ nhưng không thuộc hình trụ tương 
ứng gọi là những diêm trong của khối trụ. Mặt đáy, chĩêu cao, đường sinh, bán kính của 
một hình trụ cũng là mặt đáy, chiều cao, đưòng sinh, bán kính của khối trụ tưong ứng. 



Hình trụ có chiều cao h, đường 
+ Diện tích xưng quanh: 

+ Diện tích toàn plùìn: 

sinh 1 và bán kính đáy r 

s = 2nrl 

s = 2nrl + 2 nr~ 

+ Thê tích: V = nr 2 h 


III. MẶT CẦU - KHỐI CẤU 
1. Mặt cầu 

Cho diêm I cố định và một số thực dương R . 

Tập họp tất cà những điếm M trong không gian 
cách I một khoảng R được gọi là mặt cầu tâm 1, 
bán kính R. 

Kí hiệu: s ịl i?) Khi đó: 

s(i,r) = ỉm\im = r\ 
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2. Vị trí tương đối giữa mặt câu và mặt phắng 

Cho mặt cầu s ự: R ) và mặt phẳng (p). Gọi H là hình chiếu vuông góc cùa l lên 


ịpj => d = IH là khoảng cách từ I đến mặt phẳng {p) ■ Khi đó: 


d> R 

d = R 

d < R 

Mặt cầu và mặt phẳng 
không có điếm chung. 

Mặt phẳng tiếp xúc mặt cầu: 

( p) là mặt phầng tiếp diện 
của mặt cầu và H: tiếp diêm. 

Mặt phẳng cắt mặt cầu 
theo thiết diện là đtròng 
tròn có tâm 

V và bán lánh 

r = \Jr 2 - IH 2 

/Íị 'x 


Ếĩầu 

'\Mi/ 

\ 1* / 


-^ 



Lmi ý: Khi mặt phẳng ỊpỊ đi qua tâm I cùa mặt cầu thì mặt phẳng ịp} được gọi 


là măt phẳng kính và thiết diện lúc dó được gọi là dường tròn lớn. 
3. Vị trí tương đối giữa mặt cầu và đường thang 


Cho mặt cầu sịỉ fí} và đường thẳng A . Gọi H là hình chiếu của I lên A . Khi đó: 
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4. Đường kinh tuyên và vĩ tuyến của mặt câu: 

+ Giao tuyến của mặt cầu vói nửa mặt 
phằng có bờ là trục của mặt cầu đưọc gọi là 
kinh tuyến. 

+ Giao tuyến (nếu có) của mặt cầu vói 
các mặt phằng vuông góc vói trục được gọi 
là vĩ tuyến cùa mặt cầu. 

+ Hai giao điếm của mặt cầu với trục 
được gọi là hai cực của mặt cầu 



* Mặt câu nội tiêp, ngoại tiếp hình đã diện: 

Mặt cầu nội tiếp hình đa diện nếu mặt cầu 
đó tiếp xúc vói tất cả các mặt của hình đa diện. 
Còn nói hình đa diện ngoại tiếp mặt cầu. 


Mặt cầu ngoại tiếp hình đa diện nếu tất cà các 
đinh của hình đa diện đêu nằm trên mặt cầu. 
Còn nói hình đa diện nội tiếp mặt cầu. 

Mặt câu tâm o hán kính r ngoại tiêp hình chóp 
s ABCD khi và chỉ khi: 

OA = OB = oc = OD = os = r 



Cho mặt cầu sự. 


+ Diện tích mặt câm s - AnR 1 
+ Thê tích khới cân 


4 


V = 4 nR 
3 


https://www.facebook.com/thayhoanghai/?f ref=ts 
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MỘT SỐ DẠNG TOÁN VÀ CÔNG THỨC GIẢI BÀI TOÁN MẶT NÓN 


Dạng 1. Tìtiêí diện ctìa hình nón cắt bời một mặt phăng 


Thiêi diện ipui trục của hình nón là tam giác cân. 

5 

—4 

y E 

Thiêí diện ipui đinh của hình nón là nhũng tam giác cân có hai 
cạnh bên là hai đường sinh cùa 
hĩnh nón. 


. J«. \ 

]£^7b 

Thiêí diện vuông góc vái tnic của hình nón là những đường 
tròn có tâm nằm trên trục cùa 
hình nón. 

s 

A 


Dạng 2. Bài toán liên ipian đêít tìiiêí diện qua đinh cũa hình nón 
Cho hình nón có chiều cao là h, bán kính đáy r và đường sinh l. 

Một thiết diện đi qua đinh của hình nón có khoáng cách từ tâm của đáy đến mặt phẳng chứa 
thiết diện là d 


Gọi M là trung diêm của AC. Khi dó: 

s 

+ AC L(SMl) 


+ Góc giữa (s.4 c) và ịABC} là góc SMỈ 

// \\ 

+ Góc giữa và SI là góc MSI 


+ díl,(SAC)\ = IH = d 

__£_ 


Diện tích thiết diện: 


■ Ì SMAC -\^ãF-*IÃF^ãF - 


Dạng 3. Bài toán lành nón ngoại tiêịi và nội tiẽị) lành chóp 


Hình nón nội tiêịỉ hình chóp s ABCD đều là hình 

Hình chóp tứ giác đêu s ABCD 

nón có đinh là s, đáy là đitòng tròn nội tiếp hình 

s 

vuông ABCD. 


Khi đó hình nón có: 

£ 1 \\\ 
h 1 \\\ 

AB 

// 1 \\ \ 

/ỉ 1 \ \ \ 

+ Bán kính đáy r = IM = -y-, 

Q 

* 00000 ^ 

1 

— r, 

"HÌ' 

+ Đưòng cao h = SI, đường sinh l = SM 

í 1' \ \/ 

B - ^V c 
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Hình nón ngoại tiêp hình chóp s ABCD đêu là 
hình nón có đinh là s, đáy là đường tròn ngoại tiếp 
hình vuông ABCD. 

Khi đó hình nón có: 

AByJ 2 


+ Bán kính đáy: r = 7.4 = 

+ Chiêu cao: h — SI 
+ Đường sinh: l = SA 


AC 


Hình chóp tó giác đều s ABCD 
s 



Hình nón nội tỉêp hình chóp s ABC đêu là hình 
nón có đỉnh là s, đáy là đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC 
Khi đó hình nón có 

AbS 


Hình chóp tam giác dều s ABC 
s 


+ Bán kính đáy: r = IM = 

+ Chiều cao: h = SI 
+ Đường sinh: l = SM 


AM 



Hình nón ngoại tiêp hình chóp s ABC đêu là hình 
nón có đinh là s, đáy là đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC 
Khi đó hình nón có: 

2AM AB\fs 


Hình chóp tam giác dều s ABC 
s 


+ Bán kính đáy: r = IA = 

+ Chiều cao: h = SI 
+ Đường sinh: l - SA 


3 



Dạng 4. Bài toán ỉtình nón cụt 


Khi cắt hình nón bởi một mặt phẳng song song vói đáy thì phần mặt phắng nằm trong hình nón là 
một hình tròn. Phần hình nón nằm giữa hai mặt phằng nói trên được gọi là hỉnh nón cụt. 

+ Khi cắt hình nón cụt bời một mặt phằng song song vói 
đáy thì được mặt cắt là một hình tròn. 


+ Khi cắt hình nón cụt bời một mặt phẳng song song vói 
trục thi được mặt cắt là một hình thang cân. 

/ 1 

/ 1 

/ 1 

/ 1 

/ 1 

£ 1 

—\- \ 

1 \ '1 

4 \ ) 

Cho hình nón cụt có 
R. r, h lần lượt là bán 

kính đáy lón, bán kính 
đáy nhó và chiều cao. 

Diện tích xung quanh của hinh nón cụt: S^ = 7ỉlịfì + r 

ĩ 

s... = nr ’ _ 

Diện tích đáy (hình tròn): ị y -n 

= * R ‘ 

(r 2 + 7? 2 ) 










































Thầy Hoàng Hải-0966405831 


giainhanh.live.edu.vn 



MỘT SỐ DẠNG TOÁN VÀ CÔNG THỨC GIẢI BÀI TOÁN MẶT TRỤ 


Dạng 1. Tìúớí diện của hình trụ cắt bởi một mặt phăng 
+ Thiết diện vnôtig góc trục là một đường tròn bán 
kính R. 

+ Thiết diện chứa tnic là một hình chữ nhật ABCD 
trong đó AB - 2R và AD = h . Nếu thiết diện qua trục 
là một hình vuông thì h = 2 R . 

+ Thiết diện song song với trục và không cìaía trục là 
hình chừ nhật BGHC có khoáng cách tói trục là: 

dịoO',(BGHC)\ = OM 



Dạng 2. Thê tích khối tú diện có 2 cạnh là đnỉmg kính 2 đáy 
Nếu như AB và CD là hai đường kính bất kỳ trên hai 
đáy cúa hình trụ thì: 

V ìbcũ = \aBCDOO'^(AB,CD) 

* Đặc biệt: Nếu .45 và CD vuông góc nhau thì: 

v^Aab.cd.00'. 
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Dạng 3 . Xác định góc khoảng cách 
+ Góc giữa AB và trục ơơ': 

\ab oo'^ = A'AB. 



+ Khoảng cách giữa AB và trục OO' : 

d[AB.OO') = OM. 


+ Nếu ABCD là một hình vuông nội tiếp trong hình 
trụ thì đường chéo cúa hình vuông cũng bằng đường 
chéo của hình trụ. 

Nghĩa là cạnh hình vuông: AB\ỊĨ = \]4R 2 + h 2 . 



Dạng 4 . Xấc định môi liên hệ gtiia diện tích xung quanh, toàn plìâti và thê tích khôi tru trong hài 
toán tôí mi 

Một khối trụ có thế tích V không đổi. 

+ Tim bán kính đáy và chiều cao hình trụ đê diện 
tích toàn phần nhó nhất: 

ỵ_ 

'lít 
ẠV 
n 

+ Tim bán kính đáy và chiều cao hình trụ đế diện 
tích xung quanh cộng vói diện tích 1 đảy và nhò nhất: 

V 


S A min 


R = ỉ 


h = ỉ 
1 


s min <=> < 


R = ỉ 


h = ĩ 


£ 

V 





Dạng 5 . Hình trụ ngoại tiếp, nội tiêp một hỉnh lăng trụ đĩóig 

+ Cho hình lăng trụ tam giác đêu nội tiếp trong một hình trụ. Thế tích khôi lăng trụ ỉà V thì 

thế tích khôi trụ là 

• (T) 9 

+ Cho hình lăng trụ tú giác đêu ABCD A' B'C'D' ngCHỊÍ tiêp trong một hình trụ. Diện 

25 

tích xung quanh hình trụ là s thì diện tích xung quanh của hình Idng trụ là s = — 

ĩq 71 
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MỘT SỐ DẠNG TOÁN VÀ CÔNG THỨC GIẢI 
BÀI TOÁN MẶT CẦU 

ỉ. Mặt cầu ngoại tiếp khối da diện 
1/ Các khái niêm cơ bàn 

+ Trục của da giác dáy: là đưòng thắng đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp của đa giác đáy và 
vuông góc với mặt phang chứa đa giác đáy => Bất kì một diêm nào nằm trên trục cùa da 
giác thì cách đêu các đinh của đa giác đó. 

+ Đường trung trực của doạn thắng: là đường thằng đi qua trung diêm của đoạn thằng và 
vuông góc vói đoạn thằng đó => Bất kì một điếm nào nằm trên đường trung trực thì cách 
đêu hai đâu mút của đoạn thằng. 

+ Mật trung trực của doạn thắng: là mặt phẳng đi qua trung điếm của đoạn thằng và vuông 
góc với đoạn thằng đó => Bất ki một diêm nào nằm trên mặt trung trực thì cách đêu hai 
đâu mút cúa đoạn thằng. 

2/ Tâm và bán kính măt cầu ngoai tiếp hình chóp 
+ Tâm mặt câu ngoại tiếp hình chóp: là điếm cách đều các đinh của hình chóp. Hay nói cách 
khác, nó chính là giao điếm I cùa trục đường tròn ngMi tiếp mặt pỉuỉng đáy và mặt pìuỉng 
trung trực của một cạnh bên hình chóp. 

+ Bán kính: là khoảng cách từ I đến các đinh của hình chóp. 

3/ Cách xác dinh tâm và bán kính măt câu cùa môt số hình da diên 

a/ Hình hôp chữ nhât, hình lâp phương . 

- Tâm: trùng vói tâm đối xứng của hình hộp chữ nhật (hình lập phưong) =>Tâm là I là 

trung điếm cúa A c '. 

- Bán kính: bằng nửa độ dài đường chéo hình hộp chữ nhật (hình lập phưong). 
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Hình chóp S.ABCD có 

SAC = SBC = SDC = 90°. 

+ Tâm: I là trung điếm cùa 5(7. 

+ Bán kính: R = = ỈA = ỈB = IC = ID. 

2 

d/ Hình chóp dẽu . 

Cho hình chóp đêu s ABC 

- Gọi Olà tâm của dáy=> 5ỡlà trục của dáy. 

- Trong mặt phẳng xác định bởi so và một cạnh bên, 

chằng hạn như mp Ị5,4 ớ Ị, ta vẽ đường trung trục cùa cạnh 5,4 m'A 

là A cắt 5,4 tại M và cắt so tại I => I là tâm cùa mặt cầu. . 

7, , 4 J 


- Bán lánh: 


Ta có: ASMI ~ ầSOA 


SM SI ,,, 11 _ 

—— = => Bán kinh là: 
SO SA 


R = IS= SA ^ A - = = ỈA = IB = IC = 

SO 2 SO 


e/ Hình chóp cỏ canh bên vuỏng góc với măt phẳng đáy . 

Cho hình chóp 5 ABC có cạnh bên 54 1 đáy ị ABC ) và đáy ABC nội tiếp được 

trong đường tròn tâm o. Tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp s ABC . được 
xác định như sau: 

_ s 

- Từ tâm o ngoại tiếp của đường tròn K 

đáy, ta vẽ đưòng thằng d vuông góc vói mpÍABC. ) tại o. -A N \. ^ 

- Trong mp ( d, 54Ị, ta dưng đưòng trung M -Ạ 

tr\rc A của cạnh SA , cắt SA tại M , cắt d tại I => / là tâm mặt = = \ / j Nv 

cầu ngoại tiếp hình chóp /' \ 1 

và bán kính R = ỈA = ỈB = IC = IS = ... ^ 

- Tim bán kinh : \A 

Ta có: MIOB là hình chữ nhật. B 

Xét A MAI vuông tại M có: 


R = AI = >JMĨ 2 + MA 2 = JA0 2 + 


f/ Hình chóp khác, 


- Dựng trục A của đáy. 

- Dựng mặt phẳng trung trực (a j cúa một cạnh bên bất kì. 

- («) r> A = / => / là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 

- Bán kính: khoảng cách từ / đến các đinh cùa hình chóp. 
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g/ Đường tròn ngoai tiếp môt sỏ đa giác thường gặp. 

Khi xác định tâm mặt cầu, ta cần xác định trục của mặt phẳng đáy, đó chính là đưòng 
thang vuông góc vói mặt phang đáy tại tầm o của đường tròn ngoại tiếp đáy. 



Hình vuông: o lá giao 
điêm 2 đường chéo. 


Hình chữ nhật: o là giao À đêu: o là giao diêm của 2 
điêm của hai đưòng chéo, đường trung tuyến (trọng tâm). 



của cạnh huyền. 



A thường: o là giao điểm của hai 
điròng trung trực của hai cạnh A. 


II. KỸ THUẬT XÁC ĐỊNH MẶT CẦU NGOẠI TIÊP CHÓP 


Cho hình chóp S.AẠ^.. .A n (thoá mãn điều kiện tồn tại mặt cầu ngoại tiếp). Thông thường, đế xác 


định tnặt câu ngoại tiêp hình chóp ta thực hiện theo hai hước: 

Bước 1 : Xác định tâm cúa đưòng tròn ngoại tiếp đa 
giác đáy. Dụng A: trục đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy. 

Bước 2 : Lập mặt phẳng trung trưc (a) của một cạnh bên. 

Lúc đó : - Tâm o của mặt cầu: À n mp(a) = Ịơj 

- Bán kính: R = svl Ị= Sỡ) Tuỳ vào từng 

trường hợp. 

Lưu ý: Kỹ năng xác định trục đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy. 

1. Trục đường tròn ngoại tiếp da giác dáy: là đường 
thẳng đi qua tâm đường tròn ngoại tiếp đáy và vuông góc 
với mặt phắng đáy. 

Tính chất: VA/ e A MA = MB = MC 
Suy ra: MA = MB = MC <=> M e A 

2. Các bước xác dinh trục: 

- Bưóc 1: Xác định tầm H của điròng tròn ngoại tiếp đa giác đáy. 

- Bưóc 2: Qua H dung A vuông góc vói mặt phang đáy. 



nưps://www.TaceDOOK.com/i:naynoangnai/ nreT=i:s 
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Một sô'trường hợp dặc biệt 

Tam giác vuông Tam giác đêu Tam giác bất kì 



* KỸ THUẬT SỬ DỤNG HAI TRỤC XÁC ĐỊNH TÂM MẶT CÂU NGOẠI TIẾP ĐA DIỆN 
Cho hình chóp S.j4 1 4 ỉ ....A i (thõa mân điều kiện tồn tại mặt cầu ngoại tiếp). Thông thường, 
đê’ xác định mặt câu ngoại tiếp hình chóp ta thực hiện theo hai bước: 


Bưóc 1: Xác định tâm của đưòng tròn ngoại tiếp đa giác đáy. Dựng A: trục đưòng tròn 
ngoại tiếp đa giác đáy. 

Bước 2: Xác định trục d của đường tròn ngoại tiếp một mặt bên (dễxác định) cúa khối chóp. 
Lúc đó: 

+ Tâm I cùa mặt cầu: ầ. r\d — Ị/j 

+ Bán kính: R - IAÍ= isy Tuỳ vào từng 
trường hợp. 



https://www.facebook.com/thayhoanghai/?f ref=ts 
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https://www.facebook.com/thayhoanghai/?fref=ts 
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TỔNG KẾT CÁC DẠNG TÌM TÂM VÀ BÁN KÍNH MẶT CẦU (ĐTD) 
Loại 1: Cạnh bền 5,4 vuông góc vói đáy và ABC = 90° khi đó 
điếm sc. 


B = 


sc 


và tâm là trung 



Loại 2: Cạnh bên 5,4 vuông góc đáy và bất kế đáy là hình gì, 
chi cần tìm được bán kính đường tròn ngoại tiếp của đay là R D , 


khi đó : 



(p : nừa chu vi). 



+ Nếu A ABC vuông tại A thì: 


R 2 = UaB-+AC 1 + AS 1 } 


a\Ỉ2 


+ Đáy là hình vuông cạnh a thì R D = - ự , nếu đáy là tam giác đêu cạnh a thì 

afi 

R ° 3' 

Loại 3: Chóp có các cạnh bên bằng nhau: 

SA = SB = sc = SD : 


R = 


5,4’ 


2SO 


+ ABCD là hình vuông, hình chữ nhật, khi đó o là 
giao hai đường chéo. 

+ AABC vuông, khi đó o là trung điếm cạnh huyền. 

+ A ABC đêu, khi đó o là trọng tâm, trực tâm. 

Loại 4: Hai mặt phẳng |5,45Ị và {ABC} vuông góc với 

nhau và có giao tuyến AB . Khi đó ta gọi R , R } lân lượt là 

bán kính đường tròn ngoại tiếp các tam giác 5,4 B và ABC. 
Bán kính mặt cầu ngoại tiếp: 



R 2 =RỊ + RZ- 


AB 2 



Loại 5: Chóp S.ABCD có đường cao SH , tâm đưòng tròn ngoại tiếp đáy là o . Khi đó ta giài 
phưong trinh: ịSH — £ + OH 1 = X 2 + Rị . Vói giá trị X tìm được ta có: 


R 2 = X 2 + Ri 


Loại 6: Bán kính mặt cầu nội tiếp: r = -R- 
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TỔNG HỢP CÁC CÔNG THỨC ĐẶC BIỆT VỀ KHỐI TRÒN XOAY 


Chòm câu: 



s = '2nRh = ni 

r 2 +/ỉ 2 ) 


*9 

f 6 

/ 

;r/ỉ / . o a 


V = nh 2 


= — \h 2 + 3r* 



1 3, 

6 ' ’ 


Hình trụ cụt: 
(phiêíi tvụ) 


Hình nêm loại 1: 


V = nR 2 -1111 
2 


V = \r z tana 
3 


Hình ncm loại 2: 


v = 


'n 

,2 


2 > 

3, 


R z tan a 


Parabol bậc hai. 
Parabol tròn 

xoay. 




ịnR 2 h = ị\ 
2 2 


frti 



Diện tích Elip và 
Thể tích khối 
tròn xoay sinh 
bải Elip 


s, = nab 

itip 


xoay quanh 2a 


xoay quanh 26 


--nab 2 

3 

4 2 , 
— na 0 
3 


Diện tích hình vành 


Hình xuyến 


khănS = n(R 2 — r 2 j 
Thế tích hình xuyến (phao) 

R — r Ỵ 

2 > 


V = 2;r 2 


ti + r 















































































Thầy Hoàng Hải-0966405831 


giainhanh.live.edu.vn 


PHẦN VII. HỆ TRỤC TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN OXYZ 

A. HỆ TỌA ĐỘ KHÔNG GIAN 

1. Trong không gian cho ba trục Ox, Oy, Oz phân biệt và vuông góc từng đôi một. 
Gốc tọa độ o, trục hoành Ox, trục tung Oy, trục cao Oz, các mặt tọa độ Oxy, Oyz,Ozx. 

1. j, k là các vecto đơn vị 

-2 -2 -2 
ì = J = k =1 

-2 -2 

Ch ú ý: a = a 

ij = ik = jk = 0 

2. Tọa độ véc tơ: u = (x; y: z ) <=> u(x\ y\ z) <=> u = XI + yj + zk 

3. Tọa độ điểm: M(x, y, z) <=> OM — xi + yj + zk 

4. Các công thức tọa độ cần nhớ: Cho u = (a.bc), v = (a'b'\c) 


VVEBSITE 
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a) u = V <=> < 


a = a 
b = b' 
c = c' 


b) u + V = Ịa ± á.b ± b' c ± c' j 

c) ku = (ka kb: kc) 


d) u.v = 


cos(tí,v) = aa' + bb' + cc' 


e) cos(u,v) = rr 


u.v aá + bb' + cc' 


1 — 


— 

— 

— 


-* 

u 


V 


u 


V 


í) u| = \fu = \la~ + b 2 + c 2 

g) uli'<=>ỉiư = 0 

h) AB = (x B - x A .y B - y A ,z B - Z A ) 

i) AB = ịAẻị = yJ(x B - x A f + [y B - y A ) 2 + (z B - z A f 

5. Chú ý: góc của 2 véc tơ Ịu, Í'Ị là góc hình học (nhỏ) giữa 2 tia mang vectơ có giá trị 


trong đoạn [o 2 rJ. 

6. Chia tì lê đoan thẳng; M chia AB theo tỉ sô* k nghĩa là MA = kMB 

r 


h học (nhỏ) giữa 2 tia man 
ịu ,= Jĩ~-cõs^ịu~ijj > 0 


Công thức tọa dộ của M là : 


x-kx 
u 1 - k 

_y A - ky B 

y - = ^rf L 

„ _ Z A~ kZ B 


M 


1 «■ 
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- =fL±ÍL 
2 


M là trung diêm AB: MA + MB = 0 => I y M = 


, = Z Ạ +Zb 
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7. G là trong tám tam giác ABC: 


= x A + x JL + x £ 
G 3 


GA + GB + GC = 6 => IJ/ C = Va + y B + y c 


8. G là trong tâm tử diên ABCD: 


Z A + Z B + z c 


_ X A +X B +X C +X D 

G 4 


GA + GB + GC + GD = 0 => ^ y 


^ + + + y D 


_ Z A + Z B + z c + Z D 


9. Tích có hưởng 2 véc tở: Cho 2 véc tơ u - (a b c) và V - (à b' c) ta định nghĩa tích 
có hướng của 2 véc tơ đó là một véc tơ, kí hiệu [ u, V hay u A vcó toạ độ: 

r —1 ( b c c a a ,.V 

u,v = ,, , ; , , ; , ,, = ( bc' - b'c:ca' - ac'\ab' - ba ') 

LJ^occoooJ' ’ 

10. Tinh chât tích có hưởng 2 véc tơ: 

a. u, V vuông góc với u và V 

b. u,v = u V sm(íí,v) 


c. u, V = 0 o u,v cùng phương 


11. ứng dung tích cỏ hưởng 2 véc tơ: 

a. Diên tích hình bình hành ABCD : s = AB.AD 

b. Diên tích tam giác ABC: 5 = i I AB.AC 

c. Ba véc tơ u, V 1 w dồng phăng: u,vj .tí;=0 

d. Thể tích khỏi hôp có đáy hình bình hành ABCD và cạnh bên AA’: 
V = Jb,ãĩ> ÃA' 

e. Thể tích khối tứ diên s.ABC: V = — . AB.AC 5L4 

- - 6 L J 
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MỘT SỐ DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP 
VÂN ĐÊ 1: Các phép toán về toạ độ của vectơ và của diêm 

- Sử dụng các công thức vê toạ độ của vectơ và của điên trong kỉtông gian 

- Sử dụng các phép toán vê vecto trong không gian. 


VÂN ĐÊ 2: Xác định diêm trong không gian. Chứng minh tính chất hình học. Diện tích — 
Thế tích. 

- Sỉt dụng các công thức về toạ độ của vectơ và cùa điểm trong 
không gian. 

- Sử dụng các phép toán vê vectơ trong không gừin. 

- Công thúc xác định toạ độ cùa các diêm đặc biệt. 

- Tính chãi hình học cùa các điểm dặc biệt: EBSITE 

• ABC thẳng hàng o ÃB.ÃC củng phương giainhanh.live.edu.vn 

<^> AB = kÃC o \_AB,Ac] = õ 

• ABCD là hình bình luình <=> AB = DC 

• Cho AABC có các chân E, F của các dường phân giác trong lú ngoài của góc A cùa 
AABC trên BC. 

— 4 PỊ —. - 4 p> -- 

Ta có: EB = --C-- EC. FB = -C-- FC 
AC AC 

• A, B c, D không đông phẳttg <=> AB,AC,AD không đông phẳng 
o [ÃB,Jc]ĂD * 0 

VẤN ĐÊ 3: Phương trình mặt câu 

Đếviêt phương trình mặt câu Ị sY ta cân xác định tâm I và bán kính /? cùa mạt câu. 

Dạngl: (5) có tâm lịa. b c) và bán kính R : 

(S): (x - àf +(y- b) 2 +(z- cý = R 2 
Dạng2: ( 5 ) có tâm lịa b cj và đi qua điếm A 
Khi đó bán kính R = IÁ. 

Dạng 3: ( 5 1 nhận doạn thằng AB cho trước làm dưòng kinh: 

-Tâm Ị là trung điêìn của đoạn thẳng AB 

- - X A + X B. Tr -y A + y B _^ + 

1 —2— y1 —2— 1 —2—' 

AB 

- Bán kính R ! = ỈA — ——. 

2 

Dạng 4: Ị 5 ) đi qua bốn điểm A, B. c, D (mặt câu ngoại tiêp tứ diện ABCD). 

- Giả sử phương trình mặt câu Ị 5' Ị có dạng: 

X 2 + y 2 + z 2 + '2ax + ‘2by + 2 cz + d = 0 (*) 
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MỘT SỐ DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP 
VÂN ĐÊ 1: Các phép toán về toạ độ của vectơ và của diêm 

- Sử dụng các công thức vẽ toạ độ của vectơ lú của điểm trong không gian. 

- Sừ dụng các phép toán vê vectơ trong không gian. 

VÂN ĐÊ 2: Xác định diêm trong không gian. Chứng minh tính chât hình học. Diện tích - 
Thê tích. 

- Sử dụng các công thức vê toạ độ của vectơ và của diêìn trong 
không gian. 

- Sừ diuig các phép toán ve vecto trong không gúm. _ 

- Công thức xác định toạ độ cùa các điểm dặc hiệt. VVEBSITE 

-TmhcMím.hhọccùacácđmnđ^biệt: giainha nh. Iive.edu .vn 

• Ạ B c thẳng hàng AB.AC cùng phương _ 

OÃB = kÃC <z> [AB,Ac\ = Ồ 

• ABCD là hìnhbìnhluình <=> AB — DC 

• Cho A ABC có các chân E, F của các đường phân giác trong lú ngoài của góc A của 
AABC trên BC. 

—• A R —• —• 4 R —• 

Ta có: EB = --^~ EC, FB = FC 

AC AC 

• A, B, c, D không đóng phẳng <=> AB A c, AD không đông pỉuỉng 


*>[ab,ac].ad * 0 



VẤN ĐÊ 3: Phương trình mặt câu 

Đếviêỉ phương trình mặt câu ịsỴta can xác định tâm I lùi hán kính R cùa mặt cầu. 


Dạngl: có tâm /ị a: b cỊ và bán kính B : 

(S): (x - àf + (y- b) 2 + (z- cý = R 2 
Dạng 2: ( 5 ) có tâm /ịa b c) và đi qua điếm A 
Khi đó hán kính R = IA. 

Dạng 3: Ị s j nhận đoạn thẳng AB cho trước làm dưòng kính: 

-Tâm I hì trung điếm của đoạn thẳng AB 

X. + x„ y.+ y B z, + z„ 

1 - 2 Vỉ - ~2 ’ 1 - 2 ' 

AB 

- Bán kính R - IA- ——. 

2 

Dạng 4: Ịs ) đi qua bốn điếm Ạ B c, D (mặt cầu ngoại tửp tứ diện ABCD). 
- Giả sử phương trình mặt câu Ị s I có dạng: 

X 2 + y 2 + z 2 + 2 ax + 2 by + 2 cz + d = 0 Ị *) 
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VÂN ĐÊ 4: VỊ trí tương đối giữa hai mặt câu mặt câu 

Cho hai mặt câu (/j, R ] j và 5, (/ 2 , r 2 ) 

• Ụ 2 < |iỉ, - R 2 ị <=> (s , 1 ), (5, j trong nhau 

• Ỉ Ị Ỉ 2 > R ] + R 2 <=> (5' 1 j, (sAngoàinhau 

• ự 2 = |i^ - R 2 \ <=>(5’ 1 ). (5,) tiếp xúc trong 

• ụ 2 = i?, + <=> (5,), (s 2 ) tiêp xúc ngoài 

• Ị/?, - R ,1 < /,/, < 4- R, 2 <=> (Sj), ( 5 ,) cắt nhau theo một đường tròn. 

VÂN ĐÊ 5: Tập họp điếm là mặt cầu - Tập hợp tâm mặt cầu 

1. Tập hợp lUềm là mặt cân 

Giả sử tìm tập hợp điếm M thoả tính chãi Ị p j nào đó. 

- Tìm hệ thức giữa cấc tai độ X, y, z của điếm M. 

(x - aý +(y — bý +(z- cf = R 2 

haĩc: X 2 + y 2 + z 2 + 2ax + 2by + 2 cz + d = 0 

- Tìm giói hạn quĩ tích (nếu có). 

2. Tìm tập hợp tâm mặt cân 

X = /(í) 

- Tìm tai độ của tâm I. chẳng hạn: - y — g(t) Ị*) 

z = h(t) 

- Khử t trong Ị *) ta có phương trình tập họp điểm. 

- Tìm giói luụi quĩ tích (nêu có). 
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MẶT PHẲNG 

1. n khác 0 và có giá vuông góc mp(P) đuọc gọi là véc to pháp tuyến của (P). 

2. Nếu n là véc tơ pháp tuyến của (P) thì kn (k * 0) cũng là véc tơ pháp tuyến của (P). 

3. Phương trinh tống quát của mp(P): qua. M(x q : y o '.z o ) có véc tơ pháp tuyến n = ( A B C) là: 

A{x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + C(z -Z Q ) = 0 

4. Khai triển của phương trình tống quát 

Ax + By + Cz + D — 0 
(A,B,C không đông thòi bằng 0) 

5. Những trường hơp riêng của phưomg trình tống quát: 

■ (P) qua gốc tọa độ co D=0 

■ (P) song song hoặc trùng (Oai/) oA=B=0 

■ (P) song song hoặc trùng (Oyz) coB=C=0 

• (P) song song hoặc trùng (Ozx) cz>A=C=0 

■ (P) song song hoặc chứa Ox cz>A=0 

■ (P) song song hoặc chứa Oy oB=0 

■ (P) song song hoặc chứa Oz oC=0 

■ (P) cắt Ox tại A(a;0;0), cắt Oy tại B(0;b;0) và cắt Oz tại C(0;0;c) 

co (P) có phương trình — + — + — = 1 

a b c 

6 . Khoáng cách tù ĩ điếm dên măt phắng: 

/ V \Ax ồ + By ữ + Cz ữ + EẰ 

Cho MÍx :y ,z )và (P) Ax + By + Cz + D = 0; d(M.(P)) = - - . 0 — - 

\Ja 2 + B 2 + c 2 

8 . Chùm mặt phang 

• Tập hợp tất cả cc mặt phẳng qua giao tuyến của hai 
mặt phắng ( a ) và ( p ) đirọc gọi là một chùm mặt phẳng 

• Gọi ị (/) là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(a) AjX + B x y + C x z + D, = 0 và A,x + B 2 y + C 2 Z + D, = 0. 

Khi đó nếu ịpj là mặt phẳng chứa Ịdj thì mặt phẳng (pj có 

dạng 

( p ) m. (A^x + B { y + C y z + ) + n.(Ạ,x + B 2 y + C 2 Z + D 2 ) — 0, m 2 + n 2 ^ 0 

- _ CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP _ 

VẤN ĐÊ 1: Viết phương trình mặt phắng 

Để lụp phương trình mặt phẳng Ị a Ị ta cân xác định một điểm thuộc (a Ị và một VTPT cùa nó. 

Dạngl: đi qua điếm Ầlị^x 0 ,y ữ ,z 0 j có VTPT n = ỊA5;ơ|: 

(a) A(x-x 0 ) + B(y-y 0 ) + C(z-z 0 ) = 0 

Dạng 2: (a) đi qua điếm y 0 :z Q j có cặp VTCP 0,6 : 

Khi đó một VTPTcùa (a) là rì = [â.ò’] 

Dạng 3: Ịa) đi qua điếm A/Ịx q ;ỉ/ 0 ;z 0 Ị và song song với mặt phẳng 



VVEBSITE 

giainhanh.live.edu.vn 
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(Ax + By 4- Cz + D = 0 

(«) A ( x - x ữ ) + B[y-y ữ ) + C(z-z ữ ) = Ồ 
Dạng 4: (a Ị đi qua 3 điếm không thẳng hàng Ạ B c 

Khi đó ta có thểxác định một VTPTcùa ịa ) là: rì = \_AB, Ac\ 

Dạng 5: Ị a ) đi qua một điêín M và một đường thẳng (d j không chứa M : 

- Trên ỊdỊ lâỵđiêht A vàVTCP ũ. 

- Một VTPT của (a) là: rì = \_AM, ũ] 

Dạng 6: ( a ) đi qua một điếm M, vuông góc vói đường thẳng ịdỴ. 

VTCP ũ của đường thẳng là một \ / TPT cùa Ị a Y 

Dạng 7: ( a ) đi qua 2 đường thẳng cắt nhau c? lT d 2 : 

- Xác định các VTCP ã, b của các đuòng thẳng d,, d r . 

- Một VTPT cùa là: rì = [õ,6 ]. 

- Lây một điếm M thuộc di hoặc d 2 => AI € Ịorj 

Dạng 8: Ị a ) chứa đường thắng d ] và song song vói đường thắng d,( d v d, cìứo nhau) 

- Xác định các VTCP ã, b của các đường thẳng d , d y 

- Một VTPT của (a) là: rì = [õ,6 ]. 

-Lây một điểm M thuộc d ] =>.Ư€ 

Dạng 9: ịa I đi qua điếm M và song song với hai đường thằng chéo nhau d r d 2 : 

- Xác định các VTCP ã, b cùa các đường thẳng d 2 , d 2 . 

- Một VTPT cùa (a) là: rì = [ã,ỏ ]. 

Dạng 10: ị a Ị đi qua một đường thẳng (d) và vuông góc vói một mặt phẳng Ị p ) 

- Xác định \7TCP ũ của ỊdỊ và VTPT úp cùa ịpj 

- Một VTPT của ( a ) là: fi = rì p J. 

- Lây một diêm M thuộc d => AI 6 ịaỴ 

Dạng 11: Ịa) đi qua điếm M và vuông góc vói hai mặt phẳng cắt nhau [pỴ ịỵỴ 

- Xác định các VTPT rìp , rì của (/?) và ịỵỴ 

- Một VTPT cùa (a j là: rì = Ị-^, rì J. 

Dạng 12: (a) đi qua điròng thẳng (đ) cho tnróc và cách điếm M cho trước một khoảng k 
cho trưóc: 

- Giả sử (a) có phưong trình: Ax + By + Cz+D — 0 Íj4 2 + B 2 + c 2 ^ 0 j. 

- Lây 2 diêm A, B € [d j => A. Beị (ta được hai phưong trình Ịl j. ỊáỊ) 
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- Tù điêu kiện khoảng cách d(M.(a)) - k, ta được phương trình (3] 

- Giải hệ phương trình (l), ( 2 ), ( 3 ) (bằng cách cho giá trị một ẩn, tìm các ẩn còn lại). 
Dạng 13: Ị a ) là tiếp xúc với mặt cầu Ị s| tại điếm H 

- Già sử mặt cẩu (s) có tâm I và lún lánh R. 

- Một VTPT của (a) hì: n= IH 


VÂN ĐÊ 2: VỊ trí tương dối của hai mặt phẳng 

Cho hai mặt phắng (p): Ax + By + Cz + D = 0 và (P'):.4';c+B'y+C'z + D' = 0. 

Khi đó: (p) cắt (P') <=>A:B:C*A’ :B' :C. 


(p)/,tr) = c D VVEBSITE 

1 v A' B' C' D' 

, B c D giainhanh.live.edu.vn 

( p )-( p ) <=> ^4 7= B 7= Ỡ = D 7 ' 

(p) 1 (P') n ịp) 1 rì (n <=> n ự) n (n = 0 « AA' + BB' +cơ = 0. 


VÂN ĐÊ 3: Khoáng cách tù một diếm dên một mật phắng. 

Khoảng cách giữa hai mặt phang song song. 

Hình chiếu của một điếm trên mặt phẳng . 

Điêm đối xúng của một điếm qua mặt phẳng. 

• Khoảng cách từ điểm M Q ị X Q : y ữ , Z Q Ị đêh mặt phẳng ( a ) Ax + By + Cz + D = 0 

. / .. , .\ \Ax - + By n 4- Cz- + D\ 
d (*/„,<«)) = 1 1 

TÃ 1 + + ơ ; 

* Khoảng cách giữa hai mặt pỉuing song song hằng khoảng cách tù một điểm Mì kì trên tnăt 
phang này đêh mặt pluỉng kia. 

Chú ý: Nêu hai mặt pỉuing kỉtông song song thì khoảng cách giữa chúng hằng 0. 


► Điếm H là hình chiêu của điểm 1 M trên (p) <=> : _ 

y € (P) 

• Điêìn AI' đôi xứng với điếm M qua (p ) <=> MAI’ = ‘2AIH 


AỈH, n cung phuong 


VÂN ĐÊ 4: Góc giữa hai mặt phang 


Cho Ịtaimặt pluỉtíg (ct), Ị/?) có phương trình: 

(a): A^x + B x y + CjZ + =0 [py A,x + B 2 y + C y z + D 2 = 0 

Gócgiữa ịaj, Ị p I bằng hoặc bù với góc giũa hai VTPT TOj,n v 

, . 1« n,| ỈAA, + BB + cc \ 

cos((«),(/?)) = ạg J 4-—” 

KI KI ylAỊ + BÌ + ClyỊAỊ + BỊ + CỊ 

Chú ý: 0° < ((<*),(/?)) < 90°; (a) L (/?) <=> w + B^B 2 + C X C 2 = 0 
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VÂN ĐÊ 5: VỊ trí tương đối giữa mặt phẳng và mặt câu. 

Phương trình mặt phang tiếp xúc với mặt câu 

Cho mặt phẳng ịaj Ax + By + Cz + D = 0 và mặt cầu (x — a) 1 + (y — b) 1 + (z — cf = R 1 

• {&) và không có điểm chung <=> d(I,(a)) > R 

• ịa ) tiếp xúc với <=> dự,(a)) = R là tiêp diện 

Đe tìm tai độ tiêp điếm ta có thê'thực hiện nhu sau: 

-Vĩêí phương trình đường thẳng d đi qua tâm I của (s j và vuông góc với [gc ) 

- Tìm toa đô giao diêm H của d vàịa.y H là tiếp diêm của ( 5 ) với ịa 

• Ịa j cắt ( 5 ) theo một đường tròn <=> dự,(à)) < R 
Đe xác định tâm H và bán kính r của đuòng tròn giao tuyêh ta có thể thục hiện như sau: 

- Viêt phuomg trình đường thẳng d đi qua tăm I cùa ( 5 ) lủ vuông góc với ịa ). 

- Tìm tai độ giao diêm H của d và 
H là tâm của đường tròn giao tuyên của (5Ị với («j 
Bán kính r cùa đường trờn giao tuyến: r - >Jr 2 - IH 2 


ĐƯỜNG THẰNG 

I. Phương trình của dường thẳng: 

1) Vect chi phương của đường thẳng: 

Định nghĩa: Cho đường thẳng d. Nếu vectơ a * 0 và có giá song song hoặc trùng với 

đường phẳng d thì vect a được gọi là vectơ chi phương cúa đường phẳng d . Kí hiệu: 

ã = (a 1 :o ỉ ;a 3 ) 


**■ Chú ý: 

1) a là VTCP của d thì k a (k * 0) cũng là VTCP cúa d 

2) Nếu d đi qua hai điếm A, B thì AB là một VTCP của d 

3) Trục Ox có vecto chỉ phương a = ĩ = (1; 0 0) 

4) Trục Oy có vecto chỉ phương a = j = (010) 

5) Trục Oz có vectơ chi phương a = k = (0; 0 1) 

2 .Phương trình tham số của đường thang: 

Phương trình tham số cùa đường thẳng (A) đi qua điếm M 0 (x q \ y 0 \ z ) và nhận a = (a,: a, «,) 


VVEBSITE 
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(í e R) 
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Phưong trình chính tắc cùa đường thẳng (A) đi qua điếm M Q (x o ; y o . Z Q ) và nhận a = (a a, a 3 ) 
làm VTCP là : 


X — X. V — z — z n 

0 — y y 0 — 0 

Ỡ 1 ữ 2 a i 

II. Vị trí tương đổi của đường thẳng và mặt phẳng: 
l.Vị trí tương đối cùa đường thẳng và mặt phang: 
pp HÌNH HOC 


M 


(A)\ã 


ã (A) 


4ĩì 





/ 1V7 


/ 


Định lý: Trong KgịOxyz} cho: đvrờng thằng (A): 
và qua MẬx ữ \y ữ : z 0 ) và mặt phẳng ịa) : Ax + By + Cz + D = 0 có VTPT n = ( A . B C) 



X = x 0 + Ojf (1) 

y = y 0 + a 2 t (2) có VTCP a = (o 1 ;a ỉ ;o 3 ) 
z = z 0 + íự (3) 


Khi đó 


(A) cat (a) <=> an * 0 <=> Aa 1 + Ba, + Ca 3 * 0 

(A) // (a) 


(A) c (aj « 


an = 0 J.Aa i + Bã, + Ca, — 0 
M 0 Ễ (P) ° + Py 0 + ct 0 + D * 0 

a n = 0 Ị^ 0 ! Ba, + Ca ì = 0 

M 0 e (P) ° [Ax ữ + By 0 + Cz 0 + D = p 


(7 


Đặc biệt: fA,) _L (a)<=> a và n cùng phương 

<=> a. : a-. a= A : B : c 


<=> : a, : a 3 = A : n : u ỵ h 

___ 

x X . .. A , , /.\ x/\ X, 1 P^A) 

pp ĐẠI SO: Muốn tìm giao điếm M cùa (A J và y<x ] ta giải hệ phương trình: ^ ^ tì 


'tì 


tìm x,y,z 


Suy ra: Mịx,y,z} 

Thế ( 1 )^ 2 ),( 3 ) vào phương trình mp(p)và rút gọn dưa về dạng: at + b = 0 (*) 

• d cắt mp(pj tại một điếm <^> Pt ị*\ có một nghiệm t. 

• d song song với (p) <=> Pt (*) vô nghiệm. 

• d nằm trong (p) <=> Pt (*) có vô số nghiệm t. 


• d vuông góc (p) <=> o và n cùng phương 

2. Vị trí tương dối của hai dường thắng: 
pp HÌNH HOC 

Vị trí tương đối của hai dường thẳng trong không gian 

Cho hai đường thắng: A_ đi qua M và có một vectơ chi phưong ũ r 
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A đi qua N và có một vecto chi phttơng . 
+ AjsAj <=>[^,£ 2^1 = [ũ ư MN] = õ. 

[[«,,%]=õ 


+ Aj // A 2 ^ 


+ A l cắt A, ị 


ị[ ũ i' ữ ĩ]*ũ 
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[[m 1 ,m 2 ].MN = 0 


+ A x và A 2 chéo nhau <=> m 1 ,m 2 ~|.MN’ *0. 


rp ĐAI SÔ: Muốn tìm giao điếm M của (A } ) va (& 2 )ta giải hệ phirong trình : 


pt(\) . 

' . tìm 

pt(& 2 ) 


x,y,z Suy ra: Mịx,y,z ) 

3) Vị trí tương đối giữa đường thằng và mặt câu: 

x = x 0 + a x t (1) 

y = y 0 + a 2 t (2) và mặt cầu (5): (x — aý + (y - bý +(z — cf = R 2 có 
z = z 0 + a 3 t ( 3 ) 


Cho đường thẳng d: < 


tâm /(a;6;c), bán kính R. 
pp HÌNH HQC 


Bl. Tính khoảng cách từ tâm / của mặt cầu Ịs') đến dường thẳng d \àh = dự,d) = 


ỈM ữ a 


a 


B2. So sánh dự.d) vói bán kính R của mặt cầu: 

• Nếu dự,d) > R thì d không cắt 

• Nếu dự,d) = R thì d tiếp xúc 

• Nếu dự,d) < R thì d cắt (s) tại hai điếm phân biệt M, N và MN vuông góc với 
đường kinh (bán kính) mặt cầu 

pp DAI Sổ: Thế (lì, ( 2 ), ( 3 ) vào phương trình ( 5 ) và rút gọn đưa về phưong trình bậc 
hai theo t 

• Nếu phương trình (*Ị vô nghiệm thì d khơng cắt ( 5 ) 

• Nếu phương trình (có một nghiệm thì d tiếp xc Ị 5 ) 

• Nếu phương trình ị *) có hai nghiệm thi d cắt | S'j tại hai điếm phân biệt AI, N 
Chú ý: Đê tìm tọa độ M. N ta thay giá trị t vào phương trình dường thằng d 
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III. Góc trong không gian: 

1. Góc giữa hai mặt phang: 

Định lý: Trong Kg ( Oxyz ) cho hai mặt 
phắng a, p xác định bời phương trình : 

(a): A Ị X + B x y + C } z + D x = 0 
{P) A,x + B 2 y + C 2 Z + D 2 = 0 


Gọi <p là góc giữa hai mặt phẳng ( a ) Sz ( p ) ta có công thức: 


cos ạ> = 


|.yl ĩ -<-g | B i +C,C 1 | 

fifTẸ7q.fiị7ĩỆ7c‘ 


2. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng; 

Cho đường thẳng (À): -- = ^ = ——— 

a b c 

và mặt phẳng (a) Ax + By + Cz + D = 0 
Gọi cp là góc giữa hai mặt phẳng (A) Sỉ (a) ta có công thức: 


«, =(Ạ'B l ;C 1 ) 


n 2 = (A : ,B : ;C : ) 

Ạ 



0° <, ạ> <, 90° 


\Aa + Bb + < 
sin (p - , —p= 

>Ịa 2 + B 2 + ơ 2 \íã 2 

3.GÓC giữa hai đường thang: 

Cho hai đường thằng : 

(A ) * *0 = y ~ y 0 = z ~ z 0 

a b c 

(A,)- g , 0 - y y ° - 0 

a b c 

Gọi <p là góc giữa hai mặt phằng (A ) ) Sz (A,) ta có công thức: 

aa +66 + cc 
cos <p = , ■ 

Vo' + b 2 + c 2 yja 2 + bì 2 + c 2 


Cc\ 


+ 6 2 + c 2 
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IV. Khoảng cách: 

1. Khoảng cách tù một diêm đến một mặt phang: 

Cho mặt phẳng (a) Ax + By + Cz + D = 0 và điểm A/ 0 (x 0 ; y 0 ',z Q ) 

Khoảng cách từ điếm M 0 đến mặt phang (a) đirọc tính bởi: 
M 0 (.T 0 i ^0 '■> - ũ ) 



d(M 0 :A) = 


Ax 0 + By 0 + Cz 0 + D I 

\Ia 2 + b 2 + c 2 
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2. Khoảng cách tù một điếm dên một đường thẳng: 

Cho đường thẳng (A) đi qua điếm M 0 (x q . y 0 \z o ) và có VTCP u = ( a : b c ). Khi đó khoảng cách 
từ điếm Mi đên (A) được tính bởi công thức: 

(A) d{M v A) = 





u 


M ữ (.X Q ; v 0 ; z 0 ) H 

3. Khoáng cách giũa hai dường thang chéo nhau: 

Định lý: Trong Iỉg (Oxyz ) cho hai đường thẳng chéo nhau : 

(A,) co VTCP u = (ữ b,c) va qua M 0 (x 0 .y 0 ]Z 0 ) 
(A,) co VTCP ù = {a b .c) va qua M 0 (x 0 y 0 ,z 0 ) 


Khi đó khoáng cách giữa (Aj) va (AJ được tính bới công thứcc/(A r A,) = 

A 1 

M. 


u 

M 0 " 

CÁC DẠNG THƯỜNG GẬP 
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u, 


■«x 

1 

u,u' 



VÂN ĐÊ 1: Lập phương trình dường thắng 


Để lập phương trình đường thẳng d ta cân xác định tnột điêìn thuộc d Ifà một VTCP của nó. 
Dạngl: d đi qua điếm M 0 (x 0 . y 0 \z 0 ) vàcóVTCP ã = (a 1 ;o 2 ;o i ): 


(d) 


X = X + a,í 
0 1 

y=y 0 + a 2 t 
z — Z -\~ Cl .t 

o 3 


( teR) 


Dạng 2: d đi qua hai điếm A. B Một VTCP của d là AB. 

Dạng 3: d đi qua điếm M 0 (x ]y 0 \z 0 ) và song song vói đường thẳng A cho trước: Vi d / /A 
nên VTCP của A cũng là l^TCP của d. 

Dạng 4: d đi qua điếm M 0 (x 0 '.y 0 :z 0 ) và vuông góc vói mặt phẳng ( p) cho trước: Vì d _]_ 
nên ITPT cỉia Ị pj cũng là VTCP của d. 

Dạng 5: d là giao tuyến của hai mặt phằng (p Ị, (Q Ị 

* Cách 1: Tìm một điêỉn và một VTCP. 

' . ^ ^ 4 , Í(P) 

- Tìm toạ độ một điềm Aed hăng cách giải hệ phương trình Ư ' (với việc chọn giá 

trị cho một ẩn) 

- Tun một ('TCP của dã — \jip-. rôọ] 

* Cách 2: Tìm hai diêm A, B thuộc d, rồi viêt phương trình đường thẳng di qua ìuú diêm đó. 

Dạng 6: d đi qua điếm MẠx ữ \ y Q : Z Q ) và vuông góc vói hai đường thằng d ị ,d 2 : 
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Vì d, X d v d _L d 2 nên một VTCP cùa d là: ã = ,Õ fll j 
Dạng 7: d đi qua điếm M 0 (x q : y ; z 0 ), vuông góc và cắt đưòng thẳng A . 

•Cách 1: Gọi H là hình chiêu vuông góc cùa ẤI 0 trên dường thẳng A. 

\h e A 

[Ãự -L a A 

Khi đô đường tlĩẳng d là đường thẳng đi qua M 0 , H. 

• Cách 2: Gọi Ị p Ị là mặt phẳng đi qua A và vuông góc với d (Q) là mặt phẳng di qua A và chứa d 
Khi đó d =(f)o(q) 

Dạng 8: d đi qua điếm M Q (x 0 \y Q \ z 0 ) và cắt hai đưòng thẳng d v d 2 : 

• Cách 1: Gọi Ẩ/j e d { . M 2 e of v Từ điêu kiện M, M 1? M 2 thẳng lùng ta tìm được My 
Từ đó suy ra phương trình đường tluỉng d. 

• Cách 2: Gọi (p) = (M'4). (ọ) = (M Q Ạ) Khi đó d = (p) o(ọj Do đó. một VTCP 
của d có thể chọn là ă = 

Dạng 9: d nằm trong mặt phẳng (p) và cắt cá hai đường thẳng d l ,d 2 .Tun các giao đứm 
A = d x n (4 B = d, o (p) Khi đód chính là đường tluỉng AB 
Dạng 10: d song song với A và cắt cà hai đường thằng d , d 2 : 

Viêl phương trình mặt pìuỉng ỊpỊ chứa A và d v mặt phẳng ịọ)chím A lừ d r Khi đó 
d = (p)n(Q). 

Dạng 11: d là đường vuông góc chung của hai đường thằng . d 2 chéo nhau: 

. . \MN 1 d. 

• Cách 1: Gọi M. e d,, M. e d,. Từ điêu kiện <1 . , , , ta tìm được M, N. Khi đó, d là 

1 1 * 2 ■ AIN 1 d 2 

dường tlĩẳng MN. 

• Cách 2: 

-Vì d _L d ] và d J_ d 2 nên một VTCP cùa d có thê'là: ả = Ị^í/., ãj J. 

- Lập phương trình mặt phẳng (p) chứadvà d r hằngcâch: 

+ Lây một điẽỉn A trên d x . 

+ Một VTPTcủa (p) có thếỉà: rì p = 'ịd,d. 

- Tương tự lập phương trình ìrùít plmng ỊọỊ chứad và d } . 

Khi đó d = (p)n(ọ) 

Dạng 12: d là hình chiếu của đưòng thẳng A lên mặt phằng (p) 

•Lập phương trình mặt pluìng (ọ) chứa A và vuông góc với tnặt phẳng |p) bằng cách: 

- Lây Me A. 

- Vì Ịọ) chím A và vuông góc với ịpj nên n Q — [ă' A .n p ]. 
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Khi đó d = (p) r\ (<?) 

Dạng 13: d đi qua điếm M vuông góc vói d. và cắt d 2 : 

• Cách 1: Gọi N là giao điểm của d và d Tù điêu kiện MN J_ dta t ìm đu ọc N. Khi đó, dỉà 

đường thẳng MN 

• Cách 2: 

- Viẽt phương trình mặt pluing (p 1 qua M và vuông góc vói d x . 

- Viêí phương trình mặt phẳng Ị ọI chứa M và d r 
Khi đó d = (p)n(ọ) 

VÂN ĐÊ 2: Vị tri tương dối giữa hai đường thằng 

Đế xét VTTĐ giữa hai đường thẳng, ta có thê'sử dụng một trong các phưong pháp sau: 

• Phương pluíp hình học: Dựa vào môi quan hệ giũa các \STCP và các điêìn thuộc các đường 

thẳng. 

• Phương pìuíp đại sô: Dựa vào sô'nghiệm cùa hệ phương trình các đường tltẳng. 


VÃN ĐÊ 3: VỊ trí tương dối giữa dường thẳng và mặt phẳng 

Đế xét VT TĐ giữa iỉưỉmg thẳng và mặt phang, ta có thê'sử dụng một trong các phương pháp sau: 

• Phương pháp hình học: Dựa vào môí quan hệ giữa Ì^TCP của đường thẳng và VTPT của nuĩt 

phang. 

•Phương pỉuíp đại sô: Dựa vào sô'nghiệm cùa hệ phương trình đường thang và mặt phang. 

VÂN ĐÊ 4: Vị trí tương dối giữa dường thắng và mặt câu 

Để xét VTTĐ giữa đường tìuỉng và mặt câu ta có tìứsừ dụng các phương pluíp sau 

• Phương pluíp hình học: Dựa vào khoảng cách tù tâm mặt cầu đêh đường tlìẳng và lún kính. 
•Phương pìuíp đại sổ: Dựa vào sô'nghiệm cùa hệ phương trình đường thẳng và nuĩt câu. 

VẨN ĐÊ 5: Khoảng cách 

1. Khoảng cách tìt diêìn M dêh dường thăng d 

• Cách 1: Cìw đường thẳng d đi qua M 0 lú có \fJCP ã. 

1/w [Ãụữ.ãl 

d(M,d)= ịL 0 J 

lãl 

• Cách 2. - Tìm hình chiêu vuông góc H của M trẽn đường thẳng d 

- d(M,d ) = MH 

• Cách 3: - GọiNịx ; y: 2 Ị e d Tính MN 2 theo t (t tham sô'trong phương trình dường 

thằng d) 

- Tìm t đê’ AIN 2 nhỏ nluìỉ. 

-Khiđó N = H Dođó d(M,d) = MH 

2. Khoảng cách giữa hai dường thăng chéo nhan 

Cho hai đường thẳng chéo nhau d } và d y Biéỉ d. đi qiui điéìn Mi và có VTCP ã ] . (Ị, đi qua điếm M 2 
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MẶT CẦU 

1. Phương trình mặt cầu: 

1. Phương trình chính tắc: 

Phương trình cúa mặt cầu (s) tâm / Ịa ò c), bán kính R 

là: (S): (X — àf +(y — b )■ + {z- cf = R 2 (l) 

Phương trình (lj đưọc gọi là phương trình chính tắc cùa mặt cầu 

Đặc biệt: Khi I = o thi ( c ): X 2 + y 2 + z 2 = R 2 

2. Phương trình tống quát: 

Phương trình : X 2 + y 2 + z 2 — 2ax — 2 by — 2 cz + d = 0 vói a 2 4- b 2 + c 2 — d > 0 là phương 
trình của mặt cầu ( 5 ) có tâm lịa b cj, bán kính R = \la 2 + b 2 + c 2 -d . 

II. Giao cùa mặt câu và mặt phang: 

Cho mặt phẳng ( a ) và mặt cầu Ị s j có phương trình : 

( a ) Ax + By + Cz + D = 0 

(5): (x - aý + (y - bý + (z - cf = R 2 
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Gọi dự a) là khoảng cách từ tâm mặt cầu ( 5 ) đến mặt phằng a 

Cho mặt cầu Sịl;R ) và mặt phẳng (p). Gọi H là hình chiếu vuông góc của I lên 
(P)^d=IH = d(l,(P)). 


d>R 

d = R 

d<R 

Mặt cầu và mặt phang không 
có điếm chung. 

Mặt phằng tiếp xúc mặt cầu. 

( p ) là mặt phằng tiếp diện 

của mặt cầu và 

H: tiếp diêm. 

Mặt phẳng cắt mặt cầu theo 
thiết diện là đườtìg tròn có 

tâm l' và bán kính 

r = ^R 2 -IH 2 

'v 'w J 

V ;R J 

/Xi. 


Dạngl: (s) có tâm ỉịa,b.c ) và bán kính R: (5) : (x — a) 2 +(y-b) 2 +(z — cf = R 2 

Dạng 2: I s j có tâm I ( a b c j và đi qua điếm A : 

Phuơìigpháp: Khi đó bán kính R - IA. 

Dạng 3: ( 5 ) nhận đoạn thẳng AB cho trước làm đưòng kính: 


Phiumg pháp: 

• Tâm / là trung điếm cùa đoạn thẳng 


Bán kính R — IA - 


AB 

AB 


T - x A + x B ĩl _y A + y B . T - Z A + Z B 

h - -* 7 —; y, - ■ JL Ỹ JL -h - 


Dạng 4: ( 5 ) đi qua bốn điếm A, B,C,D (mặt cầu ngoại tiếp tứ diện) 

Phương pháp: 

• Già sử ( 5 ) có dạng: X 2 + y 2 + z 2 + 2 ax + '2by + 2cz + d — 0 

• Thay lần lượt toạ độ của các điếm A, B, c, D vào (*Ị. ta được 4 phưong trình. 


• Giải hệ phưong trình đó, ta tìm được a,b.c,d => Phưong trình mặt cầu (s I. 

Dạng 5: Ị s I đi qua ba điếm A , B, c và có tâm / nằm trên mặt phằng I p Ị cho trước: 
Pìuiơng pĩiáp: Giải tương tự nhvr dạng 4. 

Dạng 6: ( 5 ) có tâm / và tiếp xúc vói mặt cầu I T j cho tnróc: 

Phương pháp: 

• Xác định tâm I và bán kính R ' cúa mặt cầu Ị T ). 

• Sử dụng điêu kiện tiếp xúc của hai mặt cầu đê’ tính bán lánh R 
của mặt cầu ( s ). (Xét hai tnrờng họp tiếp xúc trong và ngoài) 
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Chú ý: Vói phương trình mặt cầu ( s I X 2 + y 2 + z 2 + 2 ax + 2by + 2 cz + d — 0 

với a' + 6' + c 2 — d > 0 thì ^5j có tâm I (-a :-b —cỊ và bán kính R = \Ja 2 + b 2 + c 2 - d . 

Cho hai mặt cầu S } Ị 7j, P 1 I và s.ụ,. R : ) 

•/,/,< |fl, - fl,| <=>(s,), (s,) trongnhau 

• I Ị I 2 > + R, <=> (s>) ngoài nhau 

• ụ 2 = |p, - p,| <=> (s } ), (s 2 ) tiếp xúc trong 

• Ụ 2 = p, + R 2 <=>(5,), (5,) tiếp xúc ngoài 

• Ịr^ - R ,1 < /,/, < R y + R, <=> (Sj Ị, ịS 2 Ị cắt nhau theo một đường tròn 

Dạng 7: Viết phương trình mặt cầu ( s Ị có tâm iịa.bcY tiếp xúc với mặt phẳng (p) cho trước. 


Pìtĩtơngpháp: Bán kính mặt cầu R = Gfịp(PỊ j 

Dạng 8: Viết phưong trình mặt cầu (5) có tầm iịabcỴ cắt mặt phẳng (p) cho trước theo 

giao tuyên là một đường tròn thoả điều kiện . 

a. Đường tròn có diện tích cho trưóc. 

b. Đưòng tròn có chu vi cho trước. 

c. Đường tròn có bán kính cho trước. 

Phương pháp: 

• Từ công thức diện tích đường tròn s - 7ir 1 hoặc chu vi đường tròn p = 2 nr ta tìm 
được bán kinh đường tròn giao tuyến r . 

• Tính d = d ỊpỊpỊ ị 


• Tính bán kính mặt cầu R = \jd 2 + r 2 

• Kết luận phưong trình mặt cầu. 

Dạng 8: Viết phưong trình mặt cầu (s j có tâm Iịab cj, cắt mặt phằng (p Ị cho trước theo 

giao tuyến là một đường tròn thoả điều kiện. 

Phương pháp: 

• Ta có bán kính mặt cầu /? = d Ị p Ị p 


• Kết luận phưong trình mặt cầu. 

Dạng 10: Viết phirong trình mặt cầu ( s ) tiếp xúc vói một đường thẳng A cho trước và có tâm 
iịa b c} cho trưóc. 

Phương pháp 

Đưòng thẳng A tiếp xúc vói mặt cầu (s j ta có R = d(l, A j. 

Dạng 11: Viết phương trinh mặt cầu (5) tiếp xúc vói một đưòng thẳng A tại tiếp điếm 

Mịx e ,y o ,z o ) thuộc A và có tâm I thuộc đường thẳng d cho trước. 

Pìtưcmg pháp 

• Viết phương trình mặt phẳng (p ) đi qua điếm M và vuông góc vói đường thẳng A . 

• Toạ độ tâm I = (p) n A là nghiệm của phương trình. 
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• Bán kính mặt cầu R = IAI = d Ị I, A Ị. 

• Kết luận về phưomg trình mặt cầu (s ) 

Dạng 12: Viết phưong trình mặt cầu ( 5 ) có tâm lịa:b :cj và cắt đường thẳng A tại hai điếm 

A. B thoả mãn điêu kiện: 

a. Độ dài AB là một hằng số. 

b. Tam giác IAB là tam giác vuông. 

c. Tam giác IAB là tam giác đêu. 

Phương pháp 

Xác định dịl. aỊ = IH, vì AIAB cân tại I nên HB = 

a. Bán kính mặt cầu R = yjIH 2 + HB 2 

IH 

b. Bán kính mặt cầu R = — - 

sin 45° 


c. Bán kính mặt cầu R = — 

sin 60° 

MỘT SỐ DẠNG GIẢI NHANH cực TRỊ KHÔNG GIAN 


Cho (pj và hai điểm A, B. 

Tìm AI e (p)để (AIA + AIB) ? 

+ Nếu Avằ B trái phía so với Ị p ) 

=> M,A,B thăng hàng => M = AB ryịp} 

+ Nếu Avầ B cùng phía so với Ịp) 

Tìm B' là đôi xứng của B qua (p) 

=> M,Ạ B' thảng hàng => M = AB’n Ịp) 

Cho (p) và hai điểm A, B. 

Tìm Me(p) để \MA - MB\ ? 

+ Nếu A và B cùng phía so với ( p) 

=> AI, A, B thẳng hàng => AI = AB n (p Ị 
+ Nếu Avằ B trái phía so vối (pj 

Tìm 5' là đốì xứng của B qua (p) 

=>\MA- AIB'\ = AB' 

Cho điểm Mịxỳ,y M \Zy} không thuộc 

các trục và mặt phẳng tọa độ. Viết 
phương trình (pỊ qua M và cắt 3 tia 

Ox , Oy, Oz lần lượt tại A. B , c sao cho 

V O ABO nhỏ nhất? 

(p) x + y + z -1 

v ; 3x u 3y.u Zz u 

Viết phương trình mặt phẳng (p) chứa 

đường thẳng d , sao cho khoảng cách từ 
điểm M € d đến (p) là lổn nhất? 

(p) < 

QuaA 6 d 

n(p) = [[ũ^AAiyu* 

Viết phương trình mặt phẳng (p) 
qua A và cách M một khảng lớn nhất 

ự) ■ 

QuaA 

n(p) = AAỈ 
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Viết phương trình mặt phẳngỊ-P) chứa 

đường thẳng d, sao cho ịp) tạo với A 

(À không song song với d ) một góc lớn 
nhất là lón nhất ? 

(p) ■ 

QuaA € d 

n\p) = ịjju<í,UA 

Ud 


Cho A / /ịp) . Viết phương trình 

đường thẳng d song song với A và 
cách A một khoảng nhỏ nhất ? 

Lấy A e A gọi Á 

A trên ịp\ d 

' là hình chiếu vuông góc của 
QuaA' 

Ud = Ma 

Viết phương trình đường thẳng d đi 
qua điểm A cho trước và nằm trong 
mặt phang ỊpỊ cho trước sao cho 

khoảng cách từ điểm M cho trước đến 
d là lớn nhất (AM không vuông góc 
với (p))? 

d ' 

QuaA e d 

Ud = 

Viết phương trình đường thẳng d đi 
qua điểm A cho trước và nằm trong 
mặt phang (p) cho trước sao cho 

khoảng cách từ điểm M cho trước đến 
d là nhỏ nhất (AM không vuông góc 
với (p))? 

d : - 

QuaA 

Ui = 

e d 

n(P),AM~ị 

,n(P) 


Viết phương trình đường thẳng d đi 
qua điểm A e (p) cho trưóc , sao cho 

d nằm trong (p)và tạo với đường 

thẳng A một góc nhỏ nhất vổi A cắt 
nhưng không vuông góc với (p)? 

d : - 

Qua Á 

Ui - 

e d 

n(p) 7 AM 
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